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Dès les commencements du calcul intégral, les géo- 
mètres se sont aperçus qu'un grand nombre de quadratures 
ne peuvent être exprimées, sous forme finie, kTaide des 
signes connus, et constituent en quelque sorte des trans- 
cendantes nouvelles. On intégra d'abord les fractions ra- 
tionnelles et les expressions irrationnelles qui renferment 
la racine carrée d'un polynôme du premier ou du second 
degré; mais, dès que le degré du polynôme placé sous 
le radical surpasse deux, l'intégration devient impossible. 
On fit voir ensuite que toutes les quadratures, dans les- 
quelles le polynôme placé sous le radical est du troi- 
sième ou du quatrième degré, se ramènent à trois formes 
simples, auxquelles on donna le nom de transcendantes 
elliptiques, parce que l'une d'elles représente la longueur 
d'un arc d'ellipse. 

Ces transcendantes occupèrent Legendre presque toute 
éa vie; car ses premiers travaux a ce sujet datent de 1 786, 
et il ne publia qu'en iSsS son grand Traité des fonctions 
elliptiques. Legendre se proposait surtout de ramener les 
quadratures les unes aux autres par des transformations 
algébriques, afin de pouvoir calculer des tables numé- 
riques; il a découvert un grand nombre de transforma- 
tions remarquables. Mais ces quadratures, telles qu'il les 
considérait, sont les inverses des fonctions elliptiques; 
aussi la double périodicité , qui est leur caractère distinc- 
tif, lui avait-elle échappé complètement. 
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Vers 1826, Abel, Ir premier, envisagea les Ibnclions 
elliptiques à leur vrai point de vue, et en reconnut la 
double périodicité. Trois ans plus tard, en 1829, Jacobi 
publia ses Fundamenta nova theoriœ functionum elliptica-- 
rum. Le Traité de Jacobi ne renferme rien d'essentiel qui 
ne se trouve dans les Mémoires d'Abel, malheureusement 
interrompus par une mort prématurée. Sans chercher à 
établir la part qui revient a chacun de ces deux cé- 
lèbres géomètres, nous ferons remarquer que la méthode 
d'Abel nous semble bien préférable à celle de Jacobi. 
Abel essaye de déduire les principales propriétés des 
fonctions elliptiques de leur caractère fondamental qui 
est la double périodicité, tandis que Jacobi n'y arrive que 
par des transformations algébriques, fort ingénieuses sans 
doute, mais qui présentent le grave inconvénient de ne 
pas faire comprendre la raison des théorèmes et de ne 
pas mettre sur la voie de découvertes ultérieures. 

Malgré les remarquables travaux de ces deux grands 
géomètres, la théorie des fonctions elliptiques restait fort 
obscure et très-compliquée ; ni la double périodicité n'a- 
vait été reconnue d'une manière nette, ni la fonction elle- 
même définie d'une manière rigoureuse. Il fallait, pour 
éclairer cette théorie, l'introduction d'une idée nouvelle 
en mathématiques, et c'est a l'illustre Cauchy que l'on 
doit cet important progrès. 

Tous les géomètres savent les services qu'a rendus à l'al- 
gèbre la considération des quantités imaginaires; la théo- 
rie des équations n'a pu être établie qu'à cette condition. 
La considération des quantités imaginaires parait devoir 
rendre à la théorie des fonctions des services plus grands 
encore. Mais, pour bien comprendre l'importance de cette 
idée, il convient, croyons-nous, de faire disparaître l'es- 
pèce d'antagonisme, ou d'opposition, que l'on alaissé sub- 
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sister jusqu'à présent entre ce que Ton a appelé les quan- 
tités réelles et les quantités imaginaires. Si, dans un plan, 
on prend un point fixe, que par ce point on mène un 
axe fixe, rien n'empêche de concevoir la quantité ima- 
ginaire comme une longueur portée a partir de l'origine 
dans une direction marquée par l'argument; la variation 
de cette grandeur géométrique^ comme l'appelle Cauchy, 
sera figurée par le mouvement d'un point dans le plan. 
La variable réelle correspond au mouvement particulier 
du point mobile sur l'axe dans un sens ou dans l'autre. 
Cette extension donnée à l'idée de grandeur résout 
bien des difficultés qui se sont présentée^ dans la théorie 
des fonctions, et dont il était impossible de se rendre 
compte tant qu'on laissait la variabl:e réelle, c'est-à-dire 
tant qu'on assujettissait le point mobile à se mouvoir 

sur l'axe. Ainsi, quand on développe la fonction -— — , 

en série, on s'aperçoit que la série n'est convergente que 
pour les valeurs réelles de x comprises entre — i et 
H- I ; des que x dépasse i, la série devient diver- 
gente , et cependant la fonction proposée reste finie et 
continue. A quoi cela tient-il? Nous avons fait voir qu'une 
série ordonnée suivant les puissances entières et crois- 
santes de X est convergente tant que la variable reste 
dans l'intérieur d'un cercle décrit de l'origine comme 
centre; or, pour a? = 'ib j, la fonction devient infinie; le 
cercle de convergence a son rayon égal a un; voila pour- 
quoi la série cesse d'être convergente. Il en est de même 
de (a fonction arc tang x\ la série n'est convergente que 
pour les valeurs réelles comprises entre — i et -h i, et 
cependant la. fonction reste finie et continue quand x 
dépasse i ; ceci tient à ce que pour a? = ±: « , comme 
précédemment, la fonction devient infinie. Il résulte de 
là que, pour expliquer certaines^ propriétés des fonctions, 



XX PRÉFACE. 

même quand on se borne au cas de la variable réelle» il 
est indispensable de rendre la variable imaginaire; en 
d'autres termes, les propriétés de la fonction, même 
quand le point mobile reste sur Taxe, n'apparaissent 
complètement que si Ton fait mouvoir la variable d'une 
manière quelconque dans le plan. 

Lorsqu'on connaît l'intégrale indéfinie F (a?) d'une ex- 
pression différentielle/ (a?) dx^ et que la fonction/ (a?) reste 
finie et continue pendant que la variable réelle x va de x^ 

k^o on sait que l'intégrale définie / 'f[x)dx est égale 

à la différence F (a?,) — F(a7o) des valeurs de l'inté- 
grale générale aux deux limites. Il peut arriver que la 
fonction f{x) devienne infinie pour une valeur intermé- 

f [x] dx, 

ta 

J\ ' f [x) dx tendent vers des limites finies et déter- 

minées, quand 6 et e' tendent vers zéro, on repré- 
sente la somme de ces deux limites par le symbole 

ff[x) dxj et cette somme est encore égale à la diffé- 

rence des valeurs de l'intégrale générale. Mais, quand les 
deux intégrales ne tendent pas vers des limites finies et 
déterminées, ce symbole n'a plus de sens, au point de 
vue de la variable réelle, et cependant l'intégrale géné- 
rale donne toujours une différence finie F (a:, ) — F [x^^). 
Que représente cette différence? Si l'on rend la variable 
imaginaire et que l'on fasse aller cette variable du point 
Xq au point a?, suivant une courbe quelconque dans le 
plan, de manière toutefois à éviter le point a qui rend 
la fonction /(a?) infinie, l'intégrale curviligne aura un 
sens bien précis et elle sera encore donnée par la diffé- 
rence des valeurs de l'intégrale générale. 



/: 
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Nous citerons comme exemple l'intégrale définie 
— -, l'expression différentielle — admet l'intégrale 



générale log a? -hC; la différence log i — log ( — i) , 
c'est-à-dire (2*4-1)711, k étant un entier quelconque, 
donne les diverses valeurs de l'intégrale définie , quand 
la variable va de — i a -+- 1 en décrivant diverses courbes 
dans le plan. Cette remarque a été le point de départ des 
beaux travaux de Cauchy sur les intégrales définies. 

Les fonctions, qui sont d'un usage ordinaire en ma- 
thématiques, se ramènent à deux catégories, celle des 
fonctions algébriques et celle des fonctions simple- 
ment périodiques. On ne voit bien les propriétés d'une 
fonction définie par une équation algébrique, et la ma- 
nière dont elle acquiert des valeurs multiples, qu'en 
faisant mouvoir la variable dans le plan , ainsi que l'a 
montré M. Puiseux dans son important travail sur les 
fonctions algébriques. On peut à la vérité définir les fonc- 
tions simplement périodiques, comme le sinus, la tan- 
gente, etc., à l'aide d'un cercle, en laissant la variable 
réelle; toutefois, la variable imaginaire permet de faire 
rentrer les fonctions exponentielles dans la catégorie des 
fonctions simplement périodiques. 

Les fonctions elliptiques appartiennent à une troisième 
catégorie, celle des fonctions doublement périodiques. 
Mais il nous parait impossible de concevoir nettement ces 
fonctions, sans donner à la variable l'extension dont nous 
avons parlé. Conservant au mot fonction le sens habi- 
tuel, nous dirons, avec Cauchy, qu'une quantité géomé- 
trique est fonction d'une autre, quand la variation de la 
première est déterminée par celle de la seconde. Que l'on 
se figure le plan divisé en parallélogrammes égaux par 
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deux séries de droites parallèles, et que Ton fasse mouvoir 
la variable dans le plan, la fonction sera doublement pé- 
riodique si elle reprend la même valeur aux points cor- 
respondants des divers parallélogrammes. 

Ce volume a pour objet principal l'étude des fonctions 
doublement périodiques. Il est divisé en six Livres. Dans 
le livre V\ nous démontrons les principales propriétés 
des fonctiqns, au point de vue des variables géométriques. 
Dans le livre II , après avoir exposé une méthode géné- 
rale pour étudier les fonctions définies par les équations 
différentielles, et appliqué cette méthode aux équations 
les plus simples qui donnent naissance à des fonctions 
doublement périodiques, nous démontrons les propriétés 
fondamentales de cette classe de fonctions. Déjà MM. Liou- 
ville et Hermite avaient considéré les fonctions double- 
ment périodiques en elles-mêmes, et déduit du fait même 
de la double périodicité leurs propriétés les plus remar- 
quables. 

Les livres III, IV, V sont consacrés exclusivement aux 
fonctions elliptiques, à leur développement en séries et à 
leurs transformations. Nous définissons les fonctions ellip- 
tiques par des équations différentielles ; c'est ainsi qu'elles 
se présentent dans les applications, et d'ailleurs ce mode 
de génération met en évidence d'une manière très-simple 
leurs propriétés principales. A cause des difficultés très- 
grandes qu'a présentées jusqu'à présent l'étude directe 
de l'équation différentielle, plusieurs géomètres ont pro- 
posé de définir les fonctions elliptiques par des séries; 
sur la fin de sa vie, Jacobi avait eu l'idée de les considé- 
rer comme des quotients de certaines fonctions données 
par des produits d'un nombre infini de facteurs. Mais la 
difficulté n'en subsistait pas moins. Il restait toujours à 
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faire voir que toute équation différentielle de la forme 
convenable admet pour intégrale une fonction définie de 
la sorte. Nous avons donc préféré aborder directement 
l'étude des fonctions elliptiques par les équations diffé- 
rentielles, et nous croyons avoir fait disparaître toute 
espèce de difficulté à ce sujet. 

La méthode que nous avons donnée pour l'étude des 
fonctions définies par des équations différentielles nous 
permet d'intégrer les équations différentielles k l'aide 
des fonctions elliptiques, lorsque cette intégration est 
possible. A l'inspection de l'équation différentielle, nous 
reconnaissons d'abord les principales propriétés de la 
fonction intégrale, sa nature, la catégorie à laquelle elle 
appartient. Si la fonction est algébrique, ou simplement 
périodique, nous l'obtenons à l'aide des signes élémen- 
taires; lorsqu'elle est doublement périodique, nous l'ex- 
primons, avec une égale facilité, à l'aide des fonctions 
elliptiques. Le livre VI traite de ce nouveau mode d'inté- 
gration par les fonctions elliptiques. 

On rencontre fréquemment les fonctions elliptiques 
dans les questions de géométrie, de mécanique ou de 
physique mathématique. Nous citerons, comme exemples, 
le pendule ordinaire, le pendule conique, l'attraction des 
ellipsoïdes, le mouvement d'un corps solide autour d'un 
point fixe, etc. M. Lamé a publié l'année dernière un 
ouvrage très-intéressant, où il montre comment les fonc- 
tions elliptiques s'introduisent dans les questions rela- 
tives a la distribution de la chaleur et aux surfaces iso- 
thermes. Nous ne nous sommes occupés dans ce volume 
que de la partie théorique. Il y aurait lieu de s'occu- 
per de la construction des Tables et de la meilleure dispo- 
sition à leur donner en vue de la pratique. Cette question, 
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avec les principales applications, pourra faire la matière 
d'un second volume. 

Nous devons beaucoup a M. Liouville. Il y a quelques 
années, Téminent géomètre prit pour sujet de son cours 
au Collège de France Xe^ fonctions elliptiques; ses savantes 
leçons ont été le point de départ de nos propres re- 
cherches. 
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LIVRE PREMIER 



PRINCIPES. 



Ce premier Livre contient les principes d'une nouvelle 
théorie des fonctions. 

Nous adoptons les définitions données par M, Cauchy, et 
nous les expliquons par des exemples. 

Nous étudions ensuite les propriétés des fonctions définies 
par des séries ordonnées suivant les puissances entières et 
croissantes de la variable. 

Ceci nous permet d'établir, d'une manière nette et précise, 
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction 
se développe en série convergente suivant les puissances en- 
tières et croissantes de la variable. Nous faisons disparaître 
ainsi les nuages qui obscurcissaient encore le beau théorème 
de M. Cauchy. 

Nous donnons ensuite les propriétés générales des fonctions, 
celles dont la connaissance sert, en quelque sorte, de fonde- 
ment à cette nouvelle branche de l'analyse mathématique. 
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CHAPITRE PREMIER 



DÉFINITIONS. 



1. M. Cauchy définit de cette manière les fonctions d'une 
variable imaginaire. Soit 

la variable imaginaire; si Ton désigne par X et Y deux fonc- 
tions réeilck quelconques des deux variables réelles x et j^, la 

quantité 

i« = X 4- Y I 

pourra être considérée comme une fonction de z ; car, à chaque 
valeur de la valeur imaginaire z, c'est-à-dire à chaque sys- 
tème de valeurs des variables réelles x et y correspond un sys- 
tème de valeurs de X et de Y, et par conséquent une valeur de u. 
La valeur imaginaire z est la réunion, au moyen du sym< 

bole V — I, que nous représentons par la lettre i, de deux va- 
riables réelles et indépendantes x et y. La variation de z est 
indéterminée, car on peut faire varier simultanément les deux 
variables x et j^, en établissant entre elles telle relation que 
Ton voudra. Si les deux fonctions réelles X et Y varient d'une 
manière continue avec x et j^ on dît que u est une fonction 
continue de z, 

ê 

On se fait une idée très-nette de ce qui précède, en imagi- 
nant que X ex. y soient les coordonnées rectangulaires d'un 
point z du plan horizontal , la variation de z sera figurée par 
la courbe décrite par ce point. Que Ton conçoive, en outre, 
deux surfaces ayant pour ordonnées verticales, Tune X, 
l'autre Y, ces deux surfaces représenteront la fonction u\ si 
le point z décrit dans le plan horizontal une certaine courbe, 
les extrémités des ordonnées verticales traceront, sur les sur- 
faces, deux lignes dont l'ensemble indiquera la variation cor- 
respondante de la fonction u. 
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On peut aussi représenter la fonction u, comme la varia- 
ble Zy en supposant que X et Y soient les coordonnées rectangu^ 
lai res d'un point ti du plan horizontal. Quand le point z se meut 
sur une courbe, le point u décrit une courbe correspondante» 

2. Concevons que la variable z reste comprise dans Une cer-*- 
taine portion du plan: si la- fonction u acquiert la même valeur 
au même point, quel que soit le chemin suivi pour y arriver, 
sans sortit de la portion du plan considérée, M. Cauchy dit 
que la fonction est monodrome dans cette portion du plan. Il 
est clair que, si le point z décrit une courbe fermée quelconque 
dans la portion du plan considérée, la fonction u revient à la 
même valeur, en d'autres termes, le point u décrit aussi une 
courbe fermée. 

Une fonction rationnelle de z est une fonction monodrome 
dans toute Tétendue du plan. Il en est de même Iprsque X et Y 
sont deux fonctions rationnelles quelconques de x eij\ plus 
généralement, lorsque chacune des deux surfaces, par les- 
quelles nous représentons u couvre tout le plan horizontal par 
sa projection, et n'a qu'un point sur chaque verticale. 

3. Considérons, comme exemple, la fonction définie par 
l'équation 

Nous supposons que, pour z = o, on a 11 = 4-1; fai- 

Fiç. I. sant varier z à partir du 

point O sur une courbe 
quelconque , nous sui- 
vons la variation de z par 
la continuité. Marquons 
le point A qui corres- 
pond à la valeur z=z — i 

[fie' ')• ^^^^ chemins 
très-rapprochés OBM, 
OCM , allant du point O à un même point M du plan , et ne 
comprenant pas entre eux le point A , conduiront à une 
même valeur de m. 
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En effet , subdivisons les deux chemins en éléments corres- 
pondants très-petits O&i , &i frt ,... ; Oc] , Ci Ct ,.•• ? ^î ^'oi> ▼a 
du point O au point voisin b^ par le chemin Ob^ ou par le 
chemin Oc, &i , on arrivera à des valeurs de u peu différentes 
de la valeur initiale i/ = H- i, et par conséquent peu ditlé- 
rentes entre elles. Mais cette différence est rigoureusement 
nulle, car les deux racines de l'équation tt'=^z-|-i ayant 
entre elles au point bi une différence finie, on a nécessaire- 
ment la même racine lii. Partons maintenant du point bi avec 
la valeur Ui de la fonction comme valeur initiale, et allons au 
point voisin b^ par les deux chemins b^b^, ^i^i^i^t) ^i^ 
vertu du même raisonnement, la fonction prendra au point b^ 
la même valeur u% : mais quand on revient de &, en c, , la 
fonction reprend en c, la valeur qu'elle avait en ce point, 
quand on allait de O en c, ; ainsi les deux chemins Ois, Ocs £, , 
conduisent à la même valeur u^ de la fonction en £,. En conti- 
nuant ainsi de proche en proche, on voit que les deux chemins 
OBM, OCM, conduisent à la même valeur de la fonction en M. 

Il résulte de ce qui précède, que deux courbes quelconques 
allant du point O au point M, et telles, que Ton puisse, par 
déformations successives, transformer Tune dans l'autre sans 
passer par le point A, conduisent à la même valeur de la 
fonction au point M. Ainsi la fonction u est monodrome dans 
toute portion du plan qui ne comprend pas le point A , par 
exemple, dans le cercle décrit du point O avec un rayon plus 
petit que l'unité. 

Supposons maintenant que Ton aille du point O à un point a 
voisin du point A (fig* 2), et que Ton décrive autour de ce 
point une courbe fermée très-petite abcda \ les deux racines de 
l'équation différant très-peu Tune de l'autre dans le voisinage 
du point A , la fonction ne revient pas à la valeur qu'elle avait 
primitivement en A, En effet, si Ton pose 

011 a 

- -t 
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Quand z décrit la droite Oa, la valeur de la fonction reste 

réelle et positive et diminue 

de -f- 1 à -4- r' ^ quand z 
décrit ensuite la courbe fer- 

• 

mée abcda , Tangle 9 va- 
rie de o à 27:, la fonction 
u acquiert en a la valeur 
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Ton revient de a en O sui- 
vant la droite aO, la fonc- 
tion reste négative et arrive en O avec la valeur — i, diffé- 
rente de la valeur initiale H- i. 

Il est aisé , d'après cela , de comprendre comment deux che- 
Fig. 3. mins OBM, OCM [fig, 3), 

comprenant entre eux le 
point A, conduisent à des 
valeurs très-différentes de la 
fonction. En effet, prenons 
un point a voisin de A et 
décrivons autour du point A 
une courbe fermée abcda -^ 
le chemin OBM peut être 
remplacé par le chemin OaM -, de même, le chemin OCM par 
le chemin OabcdaM.'^ car, en déformant le dernier, on le 
ramène à OCM sans passer par le point A. Suivons mainte- 
nant ces deux chemins OaM, Oabcda^ , peu différents l'un 
de Tautre ^ de O en a les valeurs de la fonction sont les mêmes 
de part et d'autre. Quand, suivant le second chemin, z a 
décrit autour du point A la courbe fermée abcda ^ la fonction 
revient en a avec une valeur différente de celle qu'elle avait 
précédemment \ on part donc du point a avec des valeurs dif- 
férentes pour parcourir la même ligne a M , et les deux valeurs 
de la fonction diffèrent de plus en plus. 

Ainsi la fonction cesse d'être monodrome dès que la portion 
du plan considérée comprend le point A. On peut classer les 
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chemins qui vont de Torigine à un point quelconque M du plan 
en deux catégories : ceux qui se i-amènent au chemin rectih'gne 
sans passer par le point A , et ceux qui ne peuvent s^y ramener 
qu^en passant une fois par le point A ; les premiers conduisent 
à la même valeur de la fonction au point M, les autres donnent 
une autre valeur à la fonction. 

Nous avons vu qu'une circonférence décrite autour du point A 
change la valeur de la fonction. Un second tour reproduira la 
valeur primitive. Ainsi, tout chemin qui se ramène à un autre 
en passant deux fois par te point A , conduit à la même valeur 
de la fonction. 

4. Une fonction implicite définie par une équation algé- 
brique entre z et u^ présente des circonstances analogues à 
celles dont nous venons de parler. On part d'un point déter- 
miné z =: Zq avec une valeur initiale zi = Uo , Tune des racines 
de l'équation pour z= Zo'^ le point z décrivant une certaine 
courbe, la fonction u varie d'une manière continue. Tant que 
l'on reste dans une portion du plan ne comprenant aucun 
point pour lequel la fonction u devient égale à une autre 
racine de l'équation , la fonction est monodrome. Elle cesse en 
général de l'être dès que l'on dépasse un de ces points. Les 
fonctions de ce genre sont l'objet d'un remarquable travail de 
M. Puiseux , qui a fait voir comment les racines de l'équation 
se permutent les unes dans les autres quand on tourne autour 
des points pour lesquels l'équation a des racines égales (*). 

5. Prenons pour second exemple la fonction 

tt = log(i H-z). 

Nous supposons que l'on parte de z = o avec la valeur ini- 
tiale M = o. Cette fonction est monodrome tant que l'on reste 
dans une portion du plan ne comprenant pas le point A qui 
correspond k z = — i . Mais si l'on tourne autour de ce point , 
la fonction éprouve à chaque tour un accroissement égal à 



{*) Journal de Maihcmali(}ucs de ^f. Liouvillo, tome XY, page 3G5. 
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uni] elle est donc susceptible de prendre en chaque point du 
plan une infinité de valeurs. 

6. Lorsqu'une fonction u d'une variable imaginaire z est 
continue , à un accroissement infiniment petit de la variable 
correspond un accroissement infiniment petit de la fonction, 
et la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'ac- 
croissement de la variable est la dérivée de la fonction. On a 
donc 

dX^ dX^ (dX ^ dY ^ \ . ' 

du dX -f- / ai doc dr \d.T dj / 

. dz dx'\-i dy ^^^djc-\^H^ 



ou 



du dx dx \ dj dy ) dx 



'*J 






dy 
En général la dérivée dépend de la quantité -^j et par con- 

séquent de la direction du déplacement infiniment petit donné 
au point z, A chaque direction de déplacement correspond une 
dérivée particulière, et la fonction a ainsi, pour une même 
valeur de z^ une infinité de dérivées. 

Lorsque la valeur de la dérivée est indépendante de la direc- 
tion du déplacement, en d'autres termes lorsque la fonction 
admet une dérivée unique en chaque point, M. Cauchy dit que 
la fonction est monogène. 

Pour qu'une fonction soit monogène, il est nécessaire que le 

rapport arbitraire — disparaisse de l'expression de la dérivée, 
ce qui exige que l'on ait 

dX .dY dX dY 
dx dx dy dy 

I / 

Les fonctions X et Y étant réelles^ cette équation se décompose 
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Cil deux : 

\ dy dx 

7. Ces conditions analytiques ont une signiâcaiion géomé* 
trique très-remarquable. Considérons les deux surfaces ayant 
pour ordonnées verticales X et Y , les relations ( i ) indiquent 
que si l'on fait tourner d'un angle droit, et de Taxe des x vers 
Taxe des y, la surface X autour d^une verticale quelconque, le 
plan tangent à cette surface au point situé sur cette verticale 
devient parallèle au plan tangent à la surface Y au point cor- 
respondant. En effet, les normales aux deux surfaces X et Y 
font avec les trois axes des coordonnées des angles dont les 
cosinus sont proportionnels respectivement à 

d.T dy 

dx dy 

La rotation indiquée amène Taxe des x dans la direction de 
Taxe des y, et la direction de Taxe desj^ dans la direction 
inverse de l'axe des Xj après cette rotation, la normale à la 
surface X fait donc avec les axes primitifs des* angles dont les 
cosinus sont proportionnels respectivement à 

_^ r/X dX _. 

dy dx ^ 

OU, en vertu des relations ( i ) , aux quantités 

dx dy 

donc elle est parallèle à la normale à la surface Y. 

On voit aussi que si par une verticale on mène deux plans 
rectangulaires quelconques, les tangentes aux sections déter- 
minées par ces deux plans dans les deux surfaces font des angles 
égaux avec la verlicalc. 
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Remarquons encore que , pour que la fonction u soit mono- 
gène, aucune des deux fonctions réelles X et Y, qui la com- 
posent, ne peut être arbitraire; car, en vertu des relations (i) , 
chacune des fondions doit satisfaire à Téquation aux différences 
partielles du second ordre 



Les deux surfaces X et Y ne sont convexes en aucune de 
leurs parties; car leurs indicatrices aux points correspondants 
se projettent sur le plan horizontal suivant des hyperboles 
équilatères égales, dont chacune a pour axes les asymptotes 
deTautre. 

8, Lès conditions (i) pour qu'une fonction soit monogène 
sont susceptibles d'une autre interprétation géométrique qui a 
été remarquée par M. Cauchy. Si l'on représente la fonction u , 
comme la variable -z, par le mouvement d'un point dans le 
plan horizontal, quand le point z se déplace dans diverses 
directions, le point u se déplace également suivant des direc- 
tions différentes; si la fonction est monogène, les courbes 
décrites par le point u font entre elles les mêmes angles que 
les courbes correspondantes décrites par. le point z. En effet, 
soient ds et riS«deux éléments correspondants décrits par les 
points z et u, on a 

[dSy = [dXy -Jr [dYY 
[dX^ dlL^Y IdX ^ dX \^ 

et si les conditions ( i) sont remplies, 

*=[(S)--(f)> 

En posant, pour abréger, 

•"=(S)'-(f)'- 

pn en déduit 

dS=:^\ds, 
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Considérons maintenant deux triangles infiniment petits 
formés par des éléments corespondants, les côtés étant propor- 
tionnels, les angles sont égaux. 

Pour montrer une application de ce théorème , considérons 
la fonction 

u = ces z ; 
les fonctions réelles 

A = cos X , Y = sin X , 

satisfont aux conditions (i), puisque la fonction u est mono- 
gène. Supposons que le point z se meuve parallèlement à Taxe 
des a:, et ensuite parallèlement à Taxe desy, le point u décrira 
deux séries de lignes orthogonales -, ces lignes ont pour équa- 
tions 



er -if-e-y 



y c-^^)' 



2 

X' Y» 



cos' or sin'-c 



I : 



ce sont des ellipses et des hyperboles homofocales. 

U. La fonction très-simple 

M = x' +^' -4- 2 a:/ i 

est monodrome dans toute Tétendue du plan \ mais elle n^est 
pas monogène , car les fonctions réelles 

X = j;'-f-jr% Y=2xr, 

ne satisfont pas aux conditions (i), excepté au point z = o. 
Une fonction u, définie par l'équation algébrique 

/(«. m) = o, 

• 

est au contraire monogèue sans être monodrome. La déri- 
vée, pour chaque groupe de valeurs de z et m, est donnée par 
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l'équation 

du dz 

d^'^'^dF^ 
du 

Celte dérivée a une valeur unique et finie , excepté pour les 

couples de valeurs qui annulent —5 alors la dérivée devient 

infinie ou admet un nombre limité de valeurs. 

10. M. Cauchy appelle Jonction synectique une fonction 
qui reste finie , continue , monodrome et monogène dans toute 
retendue du plan. Par exemple, une fonction entière est une 
fonetion synectique. 

Nous dirons qu'une fonction est synectique dans une cer- 
taine portion du plan, lorsqu'elle est finie, continue, mono- 
drome et monogène dans cette portion du plan. 



CHAPITRE II 

PROPRIÉTÉS DES SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES 
ENTIÈRES ET CROISSANTES DE LA VARIABLE. 



11. Lemme. — Lorsquon multiplie les ternies d'une série 
conv^ergente ayant tous ses termes positifs^ respectii^ement 
par des nombres quelconques, mais qui n'augmentent pas à 
V infini y on obtient une noui^elle série con^ergefite. 

Soit 

Ûe.+ û, -+- «a -f- . , . 

une série convergente ayant tous ses termes positifs; si l'on 
multiplie les termes de cette série par les nombres 

Oq, c>, , ^2 j . • . j 

qui n'augmentent pas à l'infini, on obtient une nouvelle 
série convergente 

«0 ^0 -h ^i ^1 H- ffi ^2 -4- ... . 
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En effet, prenons m termes à partir du terme de rang /?, la 
somme 

égale évidemment la somme 

multipliée par une moyenne entre les quantités 

La série proposée étant convergente, la dernière somme a 
pour limite. zéro, si grand que soit m , quand on fait augmen- 
ter n indéfiniment. D'autre part, les nombres par lesquels on 
multiplie^ et par conséquent leur moyenne, conserve nf des 
valeurs finies \ donc la première somme a aussi pour limite 
zéro , et la seconde série est convergente. 

12. Théorème I. — Étant donnée une série ordonnée sui-^- 
i^arpt les puissances entières et croissantes d'une variable 
imaginaire, 5/, pour une ^valeur de la variable dont le module 
est R, les modules des termes de la série n augmentent pas 
à Vinjini, la série sera coni^ergente pour toutes les valeurs 
de la variable dont le module est plus petit que R. 

Soit 

la série proposée , dalis laquelle z désigne la variable imagi- 
naire, Wo, Wi,... des coefficients réels ou imaginaires. Appe- 
lons tio 9 ai ,... les modules des coefficients. Nous supposons que 
les modules 

des différents termes de la série, pour une valeur de z dont le 
module est R, n'augmentent pas à Tinfini. Donnons à la va- 
riable une valeur dont le module p soit plus petit que R, et 
considérons la série convergente 





1+^ 



r . ?' 



R R 



fonctiojns défîmes par des séries. i3 

si nous multiplions les termes de cette série respectivement 
par les nombres 

qui conservent des valeurs finies, nous obtiendrons, en vertu 
du lemme précédent, une nouvelle série convergente 

«0-4- «ip + '»ïp'-+-- • • 

Ainsi, pour toute valeur de z ayant un module plus petit 
que R, la série des modules est convergente, et par consé- 
quent la série proposée elle-même ( *). 

« 

13. Scolie, — Soit R le plus grand module de z^ pour le- 
quel les modules des termes de la série n'augmentent pas à 
l'infini; de l'origine comme centre, avec un rayon égal à R, 
décrivons un cercle. D'après le théorème précédent, la série 
est convergente pour toutes les valeurs de z situées dans l'in- 
térieur de ce cercle, que nous apjiellerons pour cette raison 
cercle de cons^ergence , Elle est divergente pour tous les points 
extérieurs^ car si l'on donne à z une valeur ayant un module 
plus grand que R, les modules des termes augmentent à l'infini. 
Sur la circonférence même la série peut être convergente en 
certains points, infinie ou indéterminée en d'autres. 

Il importe de bien comprendre l'existence du cercle de con- 
vergence. Que l'on imagine des valeurs croissantes du module 
pour lesquelles les modules des termes conservent des valeurs 
finies. Ou ces valeurs croissantes tendent vers une limite finie 
et déterminée R, ou elles augmentent à l'infini. Dans le pre- 
mier cas , la limite R est le rayon du cercle de convergence 5 
dans le second cas, la série est convergente dans toute l'éten- 
due du plan. 

Remarquons qu'en chacun dçs points intérieurs au cercle, 
non-seulement la série proposée est convergente, mais encore 
la série des modules de ses différents termes. 



(*) Ce théorème a été démontré d'une autre manière par M. Cauchy dans ses 
nouveaux Exercices, tome III, page 388. 
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i4. Appliquons à quelques exemples. 
La série 



Z 2' *' 



I 1.2 I .2.3 

est convergenU' dans toute 1 étendue du plan. 

La série 

z z' z» 

12 3 

est convergente dans le cercle de rayon i. La série est encore 
convergente sur la circonférence limite, excepté au point qui 
correspond à Targiunent zéro \ en ce point la somme est infinie. 
Il peut arriver que, le point z s'éloignant du centre jusqu'à 
la circonférence, la somme de la série tende vers une valeur 
finie , et que cependant en ce point extrême la série soit indé- 
terminée. Considérons , par exemple , la série 

I -+- z -f- z' + . . . 

convergente dans le cercle de rayon i. Posons 

et, laissant Targument constant, faisons croître le module a 
jusqu'à l'unité. La somme de la série tepd vers une valeur 

finie et déterminée -^C excepté quand 6 = o, et cependant 



pour ^ == e U série a une somme indéterminée. 

Lorque le rayon du cercle de convergence se réduit à zéro, 
la série n'est convergente pour aucune valeur de la variable^ 
excepté pour « = o-, il en est ainsi de la série 

i-f-i,z4- i.2z'-f- i.2.3z'4-.... 

15. Théorème IL — Une série ordonnée suwant les puù^ 
sances entières et croissantes de la variable, est une fonction 
continue dans V intérieur du cercle de convergence. 

Désignons pary(2) la somme de la série 

Mo -I- «i 2 -h «2 z' + . . . , 
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que nous supposons convergente dans l'intérieur du cercle R. 
Appelons (f (z) la somme des n premiers termes de la série, 
eit^ (z) le reste ^ nous aurons 

/(z) = y(z) + rKz). 

De Torigine comme centre, avec un rayon R' un peu plus 
petit que R, décrivons un cercle. On peut assigner une va- 
leur de n telle, que, pour cette valeur et pour toutes les 
valeurs plus grandes, le module du reste ^ (z) soit constam- 
ment plus petit qu'une quantité très-petite donnée «, dans 
l'intérieur du cercle R'. Il suffit, pour cela, de prendre n tel , 
que l'on ait 

ce qui est possible , puisque la série 

^0 H" ^iR +• • • 

est convergente. Pour tout module p plus petit que R% on aura, 
à plus forte raison , 

Le module du reste ^ (z) étant plus petit que cette somme, 
sera lui-même moindre que a. 

Supposons maintenant que nous donnions à la variable deux 
valeurs voisines z et z^ comprises dans l'inlérieur du cercle R', 
la fonction prendra les deux valeurs 

dont la différence est 

Le polynôme entier <f (z) étant une fonction continue de la 
variable z , nous pouvons prendre la différence z^ — z assez 
petite pour que la variation <f(z') — (f [z) du. polynôme ait un 
module plus petit que et. Mais les modules des restes i^f [z^) et 
{^i [z) sont déjà plus petits que a -, donc la variation y (s') — f[z) 
aura un module plus petit que 3 a. Cette variation pourra 



. I 
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donc être rendue plus petite qu'une quantité donnée, si petite 
qu'elle soit. Ainsi la fonction , définie par la série, varie d'une 
manière continue dans l'intérieur du cercle de convergence. Il 
est évident, d^ ailleurs, que cette fonction est monodrome dans 
le même cercle, puisqu'elle n'a qu'une valeur pour chaque 
valeur de z. 

16. Théorème III. — Une série ordonnée suivant les puis^ 
sances entières et croissantes de la variable est une fonction 
monogène dans Vintérieur du cercle de com^ergence. 

Soit la série 

convergente dans le cercle de rayon R. Nous allons démontrer 
d'abord que la série 

obtenue en prenant la dérivée de chacun des termes, est con- 
vergente dans le même cercle. De l'origine comme centre, avec 
un rayon R' un peu plus petit que R , décrivons un cercle , et 
donnons à z une valeur dont le module p soit plus petit que R'. 
Si l'on multiplie les termes de la série convergente 

P P^ é 

I -h 2 — -f- 3 — 4- . . . , 

respectivement par les nombres 

qui n'augmentent pas à l'infini, on obtient une série conver- 
gente 

rt, 4- 2 fl, p -h 3 «3 p' 4- . . . . 

Ainsi, la nouvelle série est convergente dans le même cercle 
que la première. 

La série proposée étant représentée par/'(z), nous repré- 
senterons par^ (^) la série obtenue en prenant la dérivée de 
chacun des termes de la première, pary" (z) la série obtenue 
en prenant la dérivée de chacun des termes de la seconde, et 
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ainsi de suite. Toutes ces séries sont convergentes dans le cercle 
de convergence R de la série proposée. 

Nous allons démontrer, maintenant, que la série /'(-g) est 
la dérivée de la fonctiony(z). 

Si Ton donne à la variable z un accroissement A, on a 

( i ) /(z + /i) = //, -h «, (z -+- A) + «j (iJ 4- A )' 4- . . . . 

Appelons p le module de -z , A celui de h 5 la série 

( îx) «0 + «i ( p -H ^*) -^ «» (P + ^O' -+- . . * 

est convergente, tant que p-f-Zr est plus petit que R^ où Ar plus 
petit que R — p. Développons les binômes et ordonnons par 
rapport aux puissances de /r , de manière à disposer les termes 
dans l'ordre suivant : 

-h (/F, -h 2rïjp + 3^3 p^. ..)--+-{. . .) h * . . . 

Les termes partiels de la série (2) étant tous positifs et ayant 
une somme finie, la série (3), qui se compose des mêmes 
quantités mises dans un autre ordre, est aussi convergente, et 
offre une somme égale. On observe, en effet, que la somme 
des n premiers termes de la série (3) contient les n premiers 
termes de la série (2) , plus d'autres termes qui appartiennent 
aux termes suivants de la série (2), et qui, par conséquent, 
ont une somme infiniment petite pour les très-grandes valeurs 
de n 5 ces sommes des n premiers termes des deux séries , ayant 
une différence infiniment petite, tendent vers la même limite. . 

En développant de même (a série ( 1 ) , et ordonnant suivant 
les puissances croissantes de A, nous formons la série 

(4) /(s)H-/'(^)7+/"W^+---. 

qui est aussi convergente, et qui a même somme que la série (i) ; 
car la différence entre la somme des n premiers termes de la 
série (4) €t la somme de n premiers termes de la série (i) , 
ayant un module plus petit que la différence des deux sommes 
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correspondantes dans les séries (2) et (3), a pour limite zéro. 
On a donc 

I 1 • 2 

on en déduit 

La série convergente, écrite dans le second membre, est une 
fonction continue de la variable h. Si h est très-petit, elle 
diffère infiniment peu ief'{z)^ et, quand h tend vers zéro, 
elk skf'{z) pour limite. Donc 

■ «„,/(' + A) -/(3) ^^ ^^j_ 

Ainsi la série f(z) admet une dérivée unique/' ( r) , quelle que 
soit la direction du déplacement h. Cette série est donc une 
fonction monogène. 

17. En résumant ce qui précède, on voit qu'une série ordon- 
née suivant les puissances croissantes d'une variable est une 
fonction continue, monodrome et monogène , dans l'intérieur 
du cercle de convergence. En un mot, c'est une fonction synec- 
tique dans le cercle de convergence. 

Nous citerons comme exemples les séries 

z z' z^ 

iH 1 1 5-*-..., 

I 1.2 1.2.3 

z z^ z^ 



I 1.2.3 I .2.3.4-5 



z' z' 



1 — 



1.2 I .2.3.4 * ' 

par lesquelles on définit les trois fonctions 

€*y sin z , ces z , 

irès-usitées dans l'analyse. Le rayon du cercle de convergence 
étant infini, ces trois fonctions sont finies, continues, mo- 
nodromes et monogènes, dans toute l'étendue du plan; ce 
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sont des fonctions synectiques dans toute Tétendue du plan. 
1 8 . Une double séri e 

... H r "^ h «0 -4- «« « -h («2 2' -h ... • 

ordonnée suivant les puissances entières positives et négatives, 
et se prolongeant à l'infini des deux côtés, peut être considérée 
comme la réunion de deux séries ordinaires 

«0 -h «,z-4- M22' -+-. . . , 
W-l 2~' -4- «_2 *~' + . . . . 

Soient R le rayon de convergence de la première série, — - 

R. 

celui de la seconde quand on prend - pour variable. La pre*- 

mîère série est convergente dans le cercle de rayon R, la 
seconde pour toute la partie du plan extérieure au cercle de 
rayon R'. Donc, si R est plus grand que R', la double série sera 
convergente dans la couronne comprise entre les cercles R' 
et R, et dans cette étendue elle représentera une fonction 
syneciique. 

Par exemple , la double série 



II z z' 

..-!-- H hiH 1---4-... 



est convergente dans la couronne comprise entre les circonfé- 
rences de rayons i et 2 . 
La double série 



Z-' Z-' 2 Z"-' 



-\ h I -f- - 



1.2 I I 1.2 



est convergente dans toute Tclendue du plan, excepté au point 
.zr = o. 



2. 
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CHAPITRE III. 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT 
LES PUISSANCES CROISSANTES DE LA VARIABLE. 



19. Soi ty'(^) une fonction finie, continue, monodrorae et 
inonogène, c'est-à-dire une fonction synectique, dans une cer- 
taine portion du plan. Considérons les valeurs de l'intégrale 

définie 

z 



1 



quand on va du point Zo ^u point Z par deux chemins , z^CZ 
ci Zo DZ (fig, 4)î très-rapprochés l'un de l'autre, et situés 
dans la partie du plan dont il s'agit. A chaque point m de la 
première courbe faisons correspondre un point n de la seconde 
Fig. 4. courbe , de manière que le point z^ 

se corresponde k lui-même ainsi 
que le point Z; désignons par la 
lettre d im déplacement infiniment 
petit sur Tune des courbes, et par 
la lettre â le déplacement de m 
en n. Si l'on va d'un point m de 
la première courbe à un point voisin 
m' de la même courbe , la fonction 
éprouve un accroissement marqué par d/(z), La fonction, 
étant monodrome, prendra au point n la même valeur, quand 
on suivra le chemin Zofnn au lieu du chemin Zq Dn^ il en ré- 
sulte que la valeur de la fonction au point n dans la seconde 
intégrale diffère de la valeur de la fonction au point m dans 
la première intégrale d'une quantité égale à la variation de 
cette fonction correspondant au déplacement /wn, variation 
marquée par cî/ ( 5; ). D'autre part , la fonction étant monogène , 
c'est-à-dire admettant la même dérivée pour les deux dépla- 
lements mm' et mn , on a 

ci/(z)=f{z)dz, §/{z)=/'{z)Sz', 
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d'où Ton déduit 

(i) o/(z),dz = d/[z)»$z. 

Cela posé) calculons la variation de l'intégrale définie, 
quand on remplace le chemin Zq CZ par le chemin infiniment 
voisin z© DZ. On a ^ 

S l^f[z)dz= f\8/{z).dz-^/(z).dSz]; 
en vertu delà relation (i ) ^ cette expression devient 

f [df{z).$z-h/{z),dSzl 
ou, plus simplement, 



X 



Les deux points extrêmes étant fixes ^ 5^o est nulle , ainsi 
que JZ *, donc la variation de Tintégrale définie est nulle. 

20. Considérons maintenant deux lignes quelconques allant 
d'un point à un autre et comprenant entre elles une portion 
finie du plan dans laquelle la fonctiony*(z) reste finie, conti-- 
nue, monodrome et monogène , il est clair que ces lignes con- 
duiront à la même valeur de Tintégrale définie^ car on peut 
passer de Tune de ces lignes à l'autre par une série de trans- 
formations qui n'altèrent pas la valeur de l'intégrale définie. 
Il en résulte que, si la fonction y (z) est synecdque dans 
^'^Z' 5- la portion du plan comprise dans une 

courbe fermée , l'iiilégrale définie, obte- 
nue en parcourant ce contour, est nulle. 
En effet , l'intégrale le long de z^ AZ 
ifig' 5) est la même que suivant -SoBZ; 
or , quand le point Z vient en z© , celle 
dernière intégrale est évidemment nulle. 
De même, si la fonction/* (z) est synectique dans la portion 
du plan comprise entre les deux courbes fermées ABC, A'B'C' 
{fig^ 6), les intégrales correspondantes à ces deux contours 
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sont égales. En effet, le chemin A'B'C'A' peut être rem- 
Fig. 6. placé par le chemin A' ABC A A' ; 

mais lés portions dMntégrale obte* 
nues en parcourant la ligne A'A, 
d'abord de A' en A, puis, à la 
fin, en sens contraire, sont évidem- 
ment ^ales et de sigties contraires; 
donc les deux contours ABCA , 
A'B'C'A', donnent la même inté- 
grale définie. 
Ces théorèmes remarquables sont dus à M. Cauchy (*)] nous 

en avons reproduit la démonstration , afin de bien préciser les 

hypothèses sur lesquelles elle repose. 

21 . Lorsque la fonction /(r) est synectique dans une certaine 
portion du plan , l'intégrale 




£ 



/(*)<&, 



calculée à partir d'un point Zo et prise le long d'une courbe 
quelconque tracée dans cette partie du plan, est aussi une 
fonction synectique dans la même étendue. On voit d'abord 
que la fonction est monodrome, puisque tous les chemins, qui 
vont du point Zo au point z , conduisent à la même valeur. II 
est facile de démontrer qu'elle est aussi monogène. Désignons 
par F{z) cette fonction nouvelle; si nous donnons à la variable 
z un accroissement h y la fonction éprouve l'accroissement 



z -+- h 



V{z + k)-¥{z)^ f f(z)dz = \f[z) 

la quantité e s'annulant avec /i. On en déduit 

F(z-f-/i)- F(z)_ 



]^ 



tim — ^— 



h 



/w+«. 



'-^^ =m. 



(*) Complet tendus de l' Académie des Scirnces; i8/|6. 
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Ainsi U fonction F (^) a une déiîvëe unique /(z) , quelle que 
soit la direction du déplacement-, c'est donc une fonction mor- 
nogène. 

22. Le développement en série n'oflfre plus aucune difficulté. 

Soit/{z) une fonction 
finie, continue I, mono- 
drome et monogène, dans 
l'intérieurd'un cercle dé- 
crit de r origine comme 
centre avec un rayon R 

{fis- 7)^ je dîs quelle 
est développable en sé- 
rie ordonnée suivant les 
puissances de z et cou- 
ve rgen le dans le cercle 

de rayon R. Soit t un point fixe pris à volonté dans l'intérieur 

du cercle^ la fonction 

dans laquelle nous regardons ^ comme la variable, jouit des 
mêmes propriétés que la fonction f(z) dans Tintérieur du 
cercle R \ elle est évidemment finie, continue, monodrome et 
monogène, comme la fonction f{z). On pourrait craindre 
cependant qu'elle ne devint infinie pour la valeur particulière 
zzzzit qui annule le dénominateur^ pour éviter cet incon- 
vénient, nous supposerons d'abord qu'au point / la dérivée 
J' [z) de la fonction proposée a une valeur finie; si l'on donne 
à z une valeur voisine de f, la fonction 

/(»)-/(0 

, 

différant très-peu de la quantité finie /'(f), aura elle-même 
une valeur finie et sera continue. Ainsi la fonction 



/(^) -fit) 
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est finie et continue en tous les points situés à Fintërieur du 
cercle sans exception. 

Du point O comme centre, avec un rayon r plus grand 
que Of , mais plus petit que R, décrivons un second cercle. 
Il résulte du théorème précédent que l'intégrale défioie 

y(0 -/(') 



f 



z — t 



dZy 



obtenue en parcourant la circonférence r, est nulle ^ on ea 
déduit 

J z-^t J z^t ' 

les intégrales étant prises le long de la même circonférence ^ 
et si l'on fait sortir du signe f le facteur constant^' (f ), 



/(.)/;ê-,=/£i- 



La fonction ne devenant infinie que pour la valeur z=zty 

z "~" • 

on peut dans l'évaluation dç l'intégrale 

dz 



f 



z^ t 

remplacer la circonférence r par une circonférence décrite du 
point t comme centre avec un rayon infiniment petit p. Posons^ 

le rayon p étant constant et Tangle B seul variable, on a 

dz^i^e^'d^, 

dz 



d'où 



Fînlégrale devient 



z— r 



= id9; 



On a donc 



' dB = 2,ni. 



^ ' 2i:rjz — t 
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cette dernière intégrale étant prise sur la circonférence /•, et en 
tournant de Ox vers Oy. Mais quand le point z parcourt la 
circonférence r, le module de z reste constamment plus grand 
que le module de t] on peut donc développer la fraction 



z — t 



en une série convergente ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de f , ce qui donne 

I 1 l t t^ 

= - I H h - + . . 

z — t z \ z z^ 

donc 

Chacune des intégrales définies qui entrent dans le second 
membre y étant prise le long d'un contour fini r, a une valeur 
finie et déterminée, et la fonctiony(t) se trouve ainsi dévelop- 
pée en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
croissantes de t. En appelant Uq) u^^ Ug,. . . les coefficients de 
la série , on a 

(l) f{t) = «o-f-aif-f-«2^*-f-.... 

Si l'on pose 



un coefficient quelconque est donné par la formule 






dsms laquelle r désigne un rayon arbitraire plus petit que le 
rayon R du cercle de convergence. 

23. Le point t est un point quelconque intérieur au cercle 
de rayon R ; ainsi la série représente la fonction proposée^* (/) 
en tous les points du cercle, excepté toutefois les points où la 
dérivéey (t) serait infinie ou discontinue : mais celte restric- 
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lion est inutile. En effet, nous avons démontré (n° 15) qu'une 
série, ordonnée c(Mnmela série (i), est une foncliou continue 
de la variable tj dans le cercle de convergence, sans exception ; 
la fonction /(<) cl la série, étant continues dans toute l'éten- 
due du cercle, et égales en tous les points, excepté en certains 
points particuliers, ne peuvent différer même en ces points. 
Donc le développement s'applique à tous les points du cercle 
sans exception. 

La fonction/ (ï) et la série étant égales, leurs dérivées sont 
égales , et l'on a 

/' ( f ) = «, -h 2 tf , r -h 3 1*3 *• 4- . . . 

pour tous les points du cercle de convergence (n° 16). 

On voit par là que la dérivée/' (t) de la fonction proposée 
reste finie et continue dans le cercle , et que, par conséquent, 
il est impossible qu'elle devieime infinie ou discontinue en 
aucun de ses points. Ainsi la circonstance que nous avons écar- 
tée dans la démonstration ne peut pas se présenter. 

De ce qui précède résulte le beau théorème de M. Gauchy, 
que nous énoncerons de la manière suivante : 

24. Théorème. — Pour qu une fond ion soit dév^eloppable 
en une série ordonnée suiv^ant les puissances entières, posi- 
tives et croissantes de la variable^ et conv^ergente dans un 
cercle décrit de V origine comme centre , il est nécessaire et 
il suffit que la fonction soit synectique, c'est-à-dire soit finie, 
continue, monodrome et mono gène , dans ce même cercle. 

Ces conditions sont nécessaires, car nous avons démontré 
(n° 17) qu'une série, ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de la variable , est une fonction synectique dans le 
cercle de convergence. Elles sont suffisantes*, car nous venons 
de démontrer que, lorsqu'une fonction est synectique dans un 
cercle de rayon R , elle est développable en une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de la variable et convergente 
dans le même cercle. 11 est d'ailleurs impossible de les réduire 
à un moindre nombre^ les explications que nous avons don- 
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nées au commencement de ce Mémoire font voir, en effet, 
qu'une fonction peut être finie et continue sans être mono- 
drome, monodrome sans être monogène, ou monogène sans 
être monodrome. 

25. Une fois établie la possibilité du développement, il est 
facile de déterminer les coefficients. Reprenons, en effet, la 
série (i) , dans laquelle nous remplaçons t par z^ 

(2) y (2 ) = «0 4- «1 « -h «a «' -h Wj Z^ 4- • . . ' 

La fonction et la série étant égales dans le cercle R , leurs dé- 
rivées des différents ordres sont égales dans le même cercle. 
On a donc 

y (z) = a, -H 2 «j z = 3 «3 «* -+- . . . , 
/" (z) = I . 2 a, -h 2 . 3 f«3 z -4- . . . , 
f'"[z) = 1.2. 3 «3 4-2. 3. 4 «4 «-+"..•» 



Ces diverses séries sont toutes convergentes dans le cercle R et 
continues 5 si l'on y fait 2 = o , on a 

W, =/(o), tf, =/'(o), 1.2 /«,=/" (o), i.2.3«3=:/'*(o),. . ., 
et Ion obtient ainsi la série de Maclaurin, 

(3) /(»)=/(o)4-/'(o)î+/"(o)^H-.... 

Nous avons exprimé les coefficients de la série de deux ma- 
nières , par des intégrales définies et au moyen des dérivées de 
la fonction. La comparaison des deux développements donne 
la formule 



(4) 






La série de Taylor s'en déduit aisément : 

Si la fonction f [z] est sjnectiquc dans un cercle décrit 
autour du point z© comme centre^ elle se déi^eloppe en une 
série ordonnée suivant les puissances croissantes de z — z^ 
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et convergente dans le même cercle^ et Ton a 

En remplaçant z^ par z ei z — Zq par h , on obtient la série 
de Taylor sous sa forme habituelle 

, (6) /(z + A)=/(,)+/'(«)^H-/"(*)-l.+..., 

I 1*2 

et la formule (4) devient 



(7) 



^^^ Jo 



r étant un rayon arbitraire plus petit que le rayon du cercle de 
convergence relatif au point z, 

^application à quelques exemples^ 
26. Soit une fraction rationnelle 

Marquons les points A, B, C, . . . qui annulent le dénomi- 
nateur, et qui, par conséquent, rendent la fonction infinie. 
Soit A celui de ces points qui est le plus rapproché de Tori-^ 
gine; du point O comme centre, avec un rayon égal à OA, 
décrivons un cercle; la fraction rationnelle sera développable , 
dans ce cercle , en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances croissantes de z. Dès que Ton sort du cercle, la série 
est divergente, car la fonction devient infinie au point A. 

De même , si d'un point Zo , pris arbitrairement dans le plan , 
avec un rayon égal à la distance de ce point à celui des points 
A , B , C , . . . qui en est le plus rapproché , on décrit un cercle , 
la fonction sera développable , dans ce cercle, en une série 
convergente, ordonnée suivant les puissances croissantes de 

z — Za* 
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27. La fonction 

étant finie, continue, monodrome et monogène, dans^ toute 
l'étendue du plan, est développable en une série ordonnée sui- 
vant les puissances de z^ et convergente dans toute Tétendue 
du plan. 
La fonction 



e»-' 



est discontinue ou indéterminée pour z = i -^ car elle devient 
infinie, ou nulle, ou indéterminée au point z = i , suivant le 
chemin qu'on suit pour y arriver ^ elle est donc développable 
dans le cercle de rayon i . Il en est de même de la fonction 



- (^) 



qui devient indéterminée au point z t=. i 
28. Soit la fonction irrationnelle 



>/'' 



z 



> 



comptée à partir de z = o^ avec la valeur initiale -|- i. Nous 
avons vu (n** 3) que cette fonction cesse d'être monodrome 
quand on tourne autour du point t = — i ; elle sera donc 
développable en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances croissantes de z. dans le cercle décrit de l'origine 
comme centre, avec un rayon égal à Tunité. Il en sera de même 
d*une fonction implicite u définie par une équation algébrique 
entre u et z et comptée à partir du point z avec la valeur ini- 
tiale i/o (n** 4). Si du point Zq comme centre, avec un rayon 
égal à la distance au point le plus proche pour lequel l'équation 
a des racines égales et la fonction cesse d'être monodrome, on 
décrit un cercle, la fonction sera développable dans ce cercle 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de z — Zq. 
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La fonction transcendante 

« comptée à partir de z = o, avec la valeur initiale zéro (n*' 5) 
devient infime , et cesse d'être monodrome , au point z = — i ; 
elle sera donc développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances croissantes de z , dans le cercle décrit de 
l'origine comme centre , avec un rayon égal à l'unité. 
La fonction 

a := x' -f- j' -h 2 x^i , 
n'étant pas monogène, n'est pas développable. 
29. Considérons enfin la fonction 

tt = sin 2 -f- ^ (--p' -\- y'^ — I ) , 

dans laquelle la lettre X représente la valeur de l'intégrale 
définie 

. oc . 



1k sm/ / t \ , 
- I ces -— ) dt^ 



obtenue en donnant à t des valeurs réelles de o à oo . 
On sait que l'intégrale définie 



J/»QO 
f sin ^ 
constat 



est constamment égale à l'unité quand le nombre g est moindre 
que I , et qu'elle est constamment nulle quand le nombre g est 
plus grand que f . De l'origine comme centre , avec un rayon 
égal à l'unité, décrivons un cercle; le facteur i sera nul tant 
que le point z .restera dans le cercle, et il deviendra égal à 
l'unité pour tous les points extérieurs. La fonction est finie, 
continue et monodrome, dans toute l'étendue du plan 5 elle est 
monogène dans le cercle de rayon i , puisque la seconde partie 
se réduit à zéro dans l'intérieur du cercle; mais, hors du 
cercle, elle n'est plus monogène, parce que la seconde partie 
.r' -1-7* — I n'est pas monogène. On en conclut quela fonction 
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est développable en série convergente dans le cercle de rayon 
égal à l'unité . 

Les exemples précédents montrent que la limite de conver- 
gence delà série est déterminée, tantôt parce que la fonction 
devient infinie ou discontinue, tantôt parce qu'elle cesse d'être 
raonodrorae, tantôt parce qu'elle cesse d'être monogène. 

30. Théobème II. — Lorsquune fonction est syneciique 
dans la portion du plan comprise entre deux cercles ayant 
pour centre Forigine des coordonnées, elle est déi^eloppable 
en une double série ordonnée suivant les puissances entières, 
positivées et négativ^es, de la vaiiable, et convergente dans 
cette portion du plan. 

Nous supposons la fonction/' (z) synectique dans la portion 

Fig. 8. du plan comprise entre 

les deux circonférences 
R et R' décrites de l'ori- 
gine comme centre, R 
étant plus grand que R'. 
Soit t un point quel- 
conque de cette couronne 

( fiS^ ^ ) 9 ^^ point O 
comme centre décrivons 
deux cercles, Tun avec 
un rayon r plus petit 
que R, mais plus grand ^ 

que O^, l'autre avec un rayon /plus petit que O/, mais plus 

grand que R'. L'intégrale 




/■ 



Z t 



dZy 



obtenue en parcourant chacune des deux circonférences dans le 
même s^js , a la même valeur. En distinguant par les indices 
r et r' ces deux intégrales définies , on a 






dz 



f; 
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OU 

Xdz 
= 05 car la circonférence r' ne comprend pas le 

point z = t qui rend infinie la fonction placée sous le signe f* 
On sait d*ailleurs que 

(iz 



I 



^z^t 



= 27rf . 



Il en résulte 



Dans la première intégrale, le module de z étant plus grand 

que celui de f, la quantité peut être développée en une 

série convergente suivant les puissances positives croissantes 
de — Dans la seconde, au contraire, le module de z étant plus 

petit que celui de <, la quantité se développera en une sé- 

t ^ z 

rie convergente suivant les puissances croissantes de — 
On aura donc 

27r/ 1 /» r* 

^ r-' j /{z)ffz+r-' j f(z)zdz... 

Les intégrales détînies, qui servent de coefficients à la double 
série, ont des valeurs finies et déterminées. On peut les prendre 
le long d'une circonférence arbitraire comprise entre les cir- 
conférences R et R', et en tournant de droite à gauche. Si l'on 

pose z = /*e , et si l'on remplace t par z^ on a la double série 
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dans laquelle 



«„ = — / " f{reQi)e-neid^, 



Cette extension du ihéorènie de M. Cauchy a été indiquée 
par le capitaine Laurent. 

31 . Il est facile d'étendre les théorèmes précédents aux fonc- 
tions de plusieurs variables indépendantes. Soity* (j:, j^, ^) 
une fonction de trois variables imaginaires x, y^ z^ finie, 
continue , monodrome et monogène , quand chacune des va- 
riables reste comprise dans une certaine portion du plan. 
Donnons à x, y^ z des accroissements h^k^l-^ la fonction 
y (x-f- /i,j^-|- Ar, ^ -h/) e^t finie, continue, monodrome et 
monogène, tant que les variables h^ h^ l restent comprises 
respectivement dans des cercles de rayons R, R', R'', décrits 
des points j:,j^, z comme centres. 

Posons 

u = X -\- th, p z=: jr -^ tk ^ w =z z-^ tl^ 

t désignant une variable dont le module est plus petit que 
Tunité. La fonction /"(m, v, -w) est une fonction synectiquede /, 
quand la variable t se meut dans le cercle de rayon i , décrit 
de l'origine comme centre ; elle est donc développable , dans 
cette étendue, en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances croissantes de f, et Ton a, en désignant par F(/) 
cette fonction, 

F(0 = F(o)-hF(o)-î + r'(o)-^H-.... 

Mais on a symboliquement 

F''(/)=:(AD„/-+-X'D,/-h/D^/)% 
d'où 

F- (o) = (//D,/4- /D^Z-f. /D, /)«. 

Si Ton remplace F" (o) par sa valeur et que Ton fasse « ==: i , 

3 
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OU obtient la série 



(9) 



^^1 1 .2. . ./? 



ordonnée suivant les puissances croissantes de /i, h^ l, et con- 
vergente dans les cercles de rayons R, R', R". 

Les coefficients s^exprîinent aisément au moyen d'intégrales 
dc'finies. En effet, si dans la formule (y) 

on fait 
on a 



ï mm 

X / / +{x-4-7V«',r + ^^^'0^~'"^'"*'*'^''''^*^^'• 



«/o 



Celle-ci donne pareillement 



M_L.n'_l.»'/ >,, I.2...«.I.2.../t.I.7. .../î I 

D„. /(•r,J-,2) = — ; :r:7ï-3? 



(fo) 



2Z 



X j f f f [x-\-rc9i , y+ZeS' i, z+i^'c»' i)e-'<ei-n'0',-n'6" i (lOM'dV . 



CHAPITRE IV. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS. 



32. Théorème I. — Lorsqu* une fonction est synectique dans 
une certaine portion du plan, toutes ses dérii^ées sont aussi 
des fonctions synectiques dans la niênie étendue. 

Soit ^0 uii point quelconque pris dans celte portion du plan , 
nous avons démontré que la fonction proposée /"(z) se déve- 
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loppe en une série convergente 

/(z) = ao4-tt, (2 — «o) -h Mj(z— 2o)'-H. . . 

dans un cercle décrit du point Zo comme centre avec un rayon 
convenable. On en déduit 

Cette série étant convergente dans le même cercle, la fonc- 
tion/*' (z) est synectique dans ce cercle; et, comme le point 
Zo peut être pris arbitrairement dans la portion du plan pour 
laquelle la fonction y (z) est synectique, la fonction f*(z) jouit 
de la même propriété dans toute cette étendue. 

Le théorème étant démontré pour la première dérivée, s'é- 
tend évidemment à toutes les autres. 

33. Corollaire I. — Une fonction synectique ne peut 
être constante dans une portion finie du plan y si petite 
quelle soit. 

Soit Zo un point situé dans cette portion du plan; la fonc- 
tion étant constante dans le voisinage du point Zo, toutes ses 
dérivées sont nulles en ce point , et la série de Taylor se ré- 
duit à 

Il en résulte que la fonction est constante dans le cercle de 
convergence décrit du point z^ comme centre. Que Ton répète 
le même raisonnement pour un autre point du cercle, et Ton 
démontrera ainsi de proche en proche que la fonction reste 
constante dans toute Tétendue du plan pour laquelle la fonc- 
tion est synectique. 

Il en serait de même si la fonction était constante le long 
d'une ligne, si petite qu'elle soit. 

Corollaire II. — Une fonction synectique ne peut at^oir 
toutes ses dénuées nulles en un point. 

Si cela avait lieu, la fonction serait une constante. 

34. Théorème IL — Lorsqu'une fonction synectique dans 
une certaine portion du plan s"" annule pour une valeur z=:a 

3. 
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comprise dans cette portion du plan, elle est dit^isible par 
(z — a)", n désignant un nombre entier fini. 

En dëveloppant , diaprés la série de Taylor , ou a en edet 

1 1 • ^ 

d'où Ton déduit 

s — a ' ^^1.2 

Le quotient » étant développé en série convergente dans 

un cercle décrit du point a comme centre , est une fonction 
synectiquc dans le voisinage du point a, et par conséquent dans 
la même étendue du plan que la fonction proposée. Si Ton 
représente par ç (z) cette fonction, on aura 

Si la quantité a n'annule pas f^ (z), on dit que a est racine 
simple de l'étiualion /"(s) = o. Mais si a annule la fonc- 
tion /(^) et ses (w — i) premières dérivées, on a 

^ ^ ^ ^ ' L1.2.../Ï I.2.. .(/l -f- 1)^ J 

et le quotient 



est une fonction synectique dans la même étendue que la fonc> 
tion/(-z). Si Ton représente ce quotient par ç (z), on a 

/(«) = (z — fl)«<p(z). 

Dans ce cas, on dit que la racine a est du degré n de multi- 
plicité. 

Le nombre des dérivées qui s'annulent pour z — « étant 
nécessairement fini, toute racine est d'un degré fini et entier 
de multiplicité. 

35. Scolie. — Dans une portion finie du plan, TéqUa- 
tiony*(z) = o n'admet qu'un nombre fini de racines 5 car, si 
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elle eu admettait une infinité, les points qui correspondent aux 
racines seraient infiniment rapprochés les uns des autres et la 
fonction nulle en ces points infiniment rapprochés, ce qui est 
impossible. 

Si Ton appelle «, fe, c,..., / les racines, la fonction /" (z) 



s'écrira 



^W=(-î)(-|)('-0--(-7)'W' 

(p ( s) étant une fonction synectique qui ne s'annule pas dans 
la portion du plan considérée. 

36. Théorème III. — Quand une fonction f (z), mono- 
drome et mono gène ^ déifient infinie pour z = a, quel que soit 
le chemin suiui pour arrit^r à ce points on peut la mettre 
sous la forme 

f(z) = — ^ + , ^' .... + . . . + iîr^ + 4. [z), 

la fonction ^ {z) étant monodrome et monogène et ne deve- 
nant pas infinie pour z = a. 

En efiet, dans ce cas, la fonction tt-. devenant nulle pour 

;;= a, et restant finie et continue, on a 



I 



d'où l'on déduit 

I 



=;=(«— a)»t(«)i 






[z^aY . (z^a)' 

La valeur a est un infini du degré fini et entier n de multi- 
plicité. 

Si Ton développe la fonction -^(z) en série suivant les. puis- 
sances croissantes de (^ — a), la fonction proposée s'écrit 

^ ' {z — a)" (« — û)"-' z — a 

^ (z) désignant une fonction monodrome et nwnogènequi ne 
devient plus infinie pour z = a. 
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Pour que la fonction jouisse de ces propriëtës, il est néces- 
saire qu'elle devienne infinie pour z ^= a, quel que soit le che- 
min suivi pour arriver en ce point. Ceci n'a pas lieu pour la 

I 

fonction e% qui, lorsque z = o, devient nulle, ou infinie^ ou 
indéterminée, suivant le chemin suivi. 

37. Théorème IV. — Une fonction y monodrome et monO" 
gène dans toute l* étendue du plan, défient nécessairement 
infinie pour une valeur finie ou infinie de la variable. 

Appelons M le maximum du module de la fonction /*(r) 
dans te cercle de rayon r décrit autour de Torigine ; si dans la 
formule (n*^25). 



*» 3 TT 



nous remplaçons chaque élément de Tintégrale définie par son 
module, ou par un module plus grand Md6j il est évident que 

Mrffl 

ou que 2 TT M, et nous aurons 

M 
mod y"(o)<l 1.2.3. . .n — 

Supposons m^aintenant que la fonction/ (^ ) ne devienne in-- 
finie pour aucunevaleur finie ou infinie de z, c'est-à-dire que 
le module de la fonction reste moindre qu^une quantité finie IVf 
dans toute l'étendue du plan. Dans ce cas^on pourrait prendre 
le rayon r infiniment grande et Von aurait^ en vertu de la 
formule précédente, 

/«(O)=r0. 

La fonction, ayant toutes ses dérivées nulles, serait une con- 
stante. ^ donc la fonction n^est pas une constante, elle doit 
devenir infinie, soit pour une valeur finie, soit pour une valeur 
infinie, de la variahle z. 

38. Corollaire I. — Une Jonction ^ monodrome et mono- 
gène dans toute retendue du plan, devient nécessairement 
nulle pour une valeur finie ou infinie de la variable. 
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Car si la fonction /^ ( 2 ) ne devenait pas nulle, la fonc- 
tion -- — ne deviendrait pas infinie ^ ce qui est impossible. 

Il peut arriver que la même valeur de z rende une fonction à 

I 

la fois nulle et infinie. Ainsi la fonction e* devient infinie quand 
le point z vient à l'origine par un chemin situé à droite de 
l'axe des y, et nulle quand le point z vient à l'origine par un 
chemin situé à gauche de Taxe des y. De même la fonction e* 
devient nulle ou infinie pour des valeurs infinies de z. 

Corollaire II. — Une fonction j monodrome et monogène 
clans toute rétendue du plan, acquiert toutes les valeurs 
possibles . 

La fonction f {z) acquiert nécessairement la valeur A , car 
la fonction f(z) — A prend la valeur zéro. 

39 . Théorème V . — Deux fon ctio ns monodromes et mono- 
gènes^ qui admettent les mêmes zéros et les mêmes infinis, 
chacun au même degré de multiplicité^ sont égales^ à un fac- 
teur constant près. 

Soient f[z) et F (z ) les deux fonctions proposées. Le quotient 

Fjz) 

de ces deux fonctions, ne devenant ni nul, ni infini, est une 
constante. En désignant par A cette constante, on a 

FW = A/(z). 

Scolie, — Il résulte de là qu'une fonction est complètement 
définie, à un facteur constant près, quand on connaît ses z.éros 
et ses infinis. C'est par le nombre et la distribution des zéros 
et des infinis dans le plan que les fonctions se distinguent les 
unes des autres. 

40. Théorème VI. — Toute fonction monodrome et mono- 
gène, qui ne devient infinie que pour z = oo , sans dey^enir 
indéterminée, est une fonction entière. 

Soit u-=zf{^z) la fonction proposée. Posons z= -*, la fonc- 
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lion s'écrit ii z=z J l-\ ; nous rappellerons <p {t). Celle fonc- 

lion (f(t) devient infinie pour f = o, sans devenir indétermi- 
née. En vertu du théorème III, on peut la mettre sous la forme 

La fonction ^(t)^ ne devenant infinie pour aucune valeur de f , 
est une constante A„. On a donc 

et, par suite, 

f(z) = Ao ^" -K Al -2"-* -h ... + A„,i z -f- A„. 
Ainsi la fonction y (2) est une fonction entière du n**'"' degré, 

41 . Théorème VII. — Toute fonction monodrome et mono- 
gène, qui n admet qu'un nombre limité d'infinis^ est une frac- 
tion rationnelle. 

Considérons d'abord le cas où la fonctiony ( «) admet /* in-r 
finis simples a, &, c% ...,/, et prend une valeur finie et déter- 
minée P pour z = 00 . 

La fonction, devenant infinie pour z = a, s'écrira sous la 
forme 

/(*)= ; — - + ?(«)> 
z — a 

la fonction (f(z) ne devenant plus infinie pour z = a. La 

fonction <f(z)^ devenant infinie pour 2 = fe, s'écrira sous 

la foruie 

B 

En continuant de cette manière, on arrivera çnfin à une 
fonction qui n'aura plus d'infini, et qui, par conséquent, 
sera une constante P. On aura donc 

z — a z — b z — / 

La démonstration est la môme quand il y a des infinis mul- 
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tiples. Soit p le degré (le Tinfini «, q celui de i, etc. La fonc- 
tion proposée pourra être mise sous la forme 



u 



-h 



A. A. 


Z — a 

B^. 

Z — b 


B. B. 


(ï — 6)* ' (i — *)f-' ' • 



-f-?(a). 

La fonction (f (z), ne devenant plus infinie que pour z = « , 
est une fonction entière. 

En réduisant ces fractions simples au même dénominateur, 
on voit que la fonction u est une fraction rationnelle dont le 
terme le plus élevé est du degré /i, si n désigne le nombre 
total des infinis. A chaque valeur de u correspondent n va- 
leurs de -3, c'est-à-dirç que la fonction prend la même valeur 
en n points du plan. Cette fonction admet aussi n zéros. Ainsi 
le nombre des zéros est le même que celui des infinis. 

42. Théorème VIII. — Toute fonction monogène^ qui 
admet m valeurs pour chaque valeur de z, déifient nécessai- 
rement infinie. 

Désignons par u^^ i/i, Ks,.**? ^m-.] les m valeurs que prend 
la fonction u pour une même valeur de z. Considérons une 
fonction symétrique de ces m quantités, par exemple leur 
somme 

«0 -h a, -4- «j -h ... + ««_!. 

Quand la variable z décrit un contour fermé, ces valeurs de la 
fonction se permutent les unes dans les autres suivant une 
certaine loi^ mais la fonction symétrique ne change pas. Cette 
fonction symétrique est donc monodrome. Puisqu'elle doit 
devenir infinie, il faut que l'un des termes de la somme de- 
vienne infini. 

43. Théorème IX. — Toute fonction monogène^ qui a m 
valeurs pour chaque valeur de z et qui n admet quun nom- 
bre limité d'infinis j est racine d*une équation algébrique. 
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Repréeentous toujours par u^^ Ui , /ii ,. • -9 ''m-i les m valeurs 
de <i, et considérons les fonctions symétriques 






ihUtUi.. . a«_,, 



savoir, la somme des m valeurs, la somme des produits deux 
à. deux, la somme des produits trois à trois, etc., enfin le 
produit des m valeurs. Chacune de ces fonctions symé- 
triques , étant monodrome et n* ayant qu^un nombre limité 
dHnfinis^ est une fraction rationnelle en z. La fonction u 
satisfait donc à une équation algébrique du degré m, dont les 
coefficients sont des fractions rationnelles en z. 

Cette équation est irréductible; car si la fonction u satisfai- 
sait à une équation de degré moindre, elle n*aurait pas m 
valeurs. 

Corollaire. — Une Jonction définie par une équation algé^ 
brique irréductible du m'^"** degré prend ne valeurs pour 
chaque valeur de la variable. 

On part de la valeur z •= z^ avec une certaine valeur initiale 
1^ = £io , et Ton suit , pour aller à un point quelconque du 
plan, soit le chemin rectiligne, soit des lignes comprenant un 
ou plusieurs points pour lesquels Téquation a des racines 
égales. Ces chemins donneront m valeurs différentes de la 
fonction; car, si la fonction n'en prenait qu^un nombre moin- 
dre, elle satisferait à une équation de degré inférieur. 



- > ^ . 
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DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

MÉTHODE GÉNÉRALE POUR l' ÉTUDE DES FONCTIONS DÉFINIES 
PAR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



44. Les cas où l'on peut intégrer une équation diflférentielle 
sont extrêmement rares, et doivent être regardés comme des 
exceptions. Mais on peut considérer une équation différen- 
tielle comme définissant une fonction d'après son mode de gé- 
nération, et se proposer d'étudier les propriétés de cette fonc- 
tion sur l'équation différentielle elle-même. 

Soit 

du 

-=/(«,.) 

une équation différentielle du premier ordre ; u sera une fonc- 
tion de 2, définie par la condition de satisfaire à l'équation 
différentielle et d'admettre une valeur initiale donnée m© pour 
z z=z Zç^. M. Caucliy a démontré que si le coefficient différen- 
tiel y (m, z) est une fonction synectique pour les valeurs de 
1/ et de r voisines de Mq et de ^o, la fonction intégrale u est 
elle-même synectique pour les valeurs de z voisines de z^^ 
Nous donnons d'abord une démonstration plus simple de ce 
théorème de Pillustre géomètre , qui est notre point de 
départ. 

45. Lemme /. — Soity(;r) une fonction synectique de la 
variable imaginaire .r, dans le rercle décrit du point Xq comme 
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centre avec un rayon r, et sur la circonférence elle-même. 
Appelons M le maximum du module de la fonction f{x) 
dans le cercle de rayon r. Sî, dans la formule (n® 25) 

/•(x,) = y^ — \ /(x.^reei)e-neidB, 

on remplace chaque élément de Tintégrale définie par la quan- 
tité Md6 plus grande que son module, on augmente évidem- 
ment le module de Tintégrale définie qui se réduit alors à 

2 7rM, et Ton a 

M 
(i) mod/"(a:o)<:^ l .2. . ./i — • 

46. Lemme II. — Soit /(x, y, z) une fonction synectiquc 
par rapport à chacune des variables imaginaires x^ y^ Zj 
quand ces variables restent comprises respectivement dans 
des cercles de rayons r, /, r^' décrits des points a:© , ya^ 
Zq comme centres , et sur les circonférences elles-mêmes. 
Appelons de même M le maximum du module de la fonc- 
tion dans l'étendue des valeurs considérées. Si, dans la for- 
mule (n*>31) 

j^ii+«-4-ii y/j. y 8,)= 1,2.../?. 1.2... «'.1.2. .«" -, rr 

►2n 



» 
on remplace chaque élément de l'intégrale multiple par une 
quaniihé M d6 dff dff^ plus grande que soa module, on aug- 
mente le module de l'intégrale, et l'on a 

j modD:;^;-"'*V(.^o,j^«,^b) 



f<i.2 ../î.1.2 ..n.i.2...n ^^,„.^,^,r 



47. Lcinrnc III, — Il est facile de composer une fonclion 
dont les délivres parliclles aieiU on To, Joi ^-q desvaleurs égales 
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aux limites assignées pour les modules des dérivées correspon- 
dantes de la fonction proposée/^ (x, y, z). 
Considérons en effet la fonction 

M 

(3) f(x,jr,z)=: 




^ — j^o\ /,_r— r. 



/ 



)(-^) 



qui se développe en série convergente, tant que les différences 
X — Xq^ y — yo> ^ — ^0 ont des modules respectivement moin- 
dres que r, r', /". Le terme général de la série est de la forme 

(x^jc.Y (x-X.y (z-z,y' 
M— p; ?^' 7^^' 

Si Ton prend une dérivée quelconque D""*] "^ de la fonction 

(f (x^ 7, z) et que Ton y fasse x = x^yj =j^oî ^ = -Zo» le terme 
écrit plus haut donne 

. M 

I«2>a*/l«l«2>>«/2.1.2.../? . . f fi If 5 

m/I >• R v> R 

et les résultats fournis par les autres termes s'évanouissent. 
On a donc 



I>^"^"'\(^,r, 2) I = 1.2 .« 



1 . 2 . . . /l . I . 2 . . . 72 ' 



» ^'w .."•«" 



7" r " r 



Ainsi, en oToî JKo? ^05 les dérivées de la fonction (p sont des 
limites supérieures des modules des déi'ivées de la fonction f. 
Les principes, que nous venons de rappeler, sont dus à 
M. Cauchy. Nous allons, à Taide de ces principes, démon- 
trer d'une manière très-simple Texislence des fonctions inté- 
grales. 

48. Considérons d'abord une équation différentielle 

(4) ï=/('.«); 

la>variable z part du point z = -^o» la fonction u ayant une 
certaine valeur initiale w = Wq» Nous supposons que le coeffi- 
cient différentiel f{^z^ u) est une fonction syneclique des 
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deux variables z et u dans le voisinage des valeurs z^ et Uo. 

Pour simplifier, représentons les variables par ^o+z et 
UQ-hu'^ la variable z partira alors de x=:o, la fonction u 
ayant la valeur initiale u = o. Le coefficient diUerentiel est 
synectique pour toutes les valeurs de z et de u situées dans 
des cercles décrits des points z^ et u^ pris pour origine avec 
des rayons égaux à p et à r et sur les circonférences elles- 
mêmes. Nous appellerons M le maximum du module de la 
fonction y dans cette étendue. 

Si Téquation différentielle admet une intégrale synectique, 
ou obtiendra ses dérivées successives au moyen des équations 

I du 

(5) / dz^ dz du dz 

_d}f d'f du ^^//^y dfd" u 

"" r/z' dz du dz du^ x^^J ^^^ ^*' 

que Ton déduit de la première par la différentiation. 

Imaginons que, dans les seconds membres, on remplace les 
valeurs delà fondions et de ses dérivées partielles pour z = o 
et II = o par leurs modules ] la première donnera le module de 

1 — ] ; en portant cette valeur dans la seionde, on aura une 

limite supérieure du module de ( --— j ; en portant ces valeurs 
dans la troisième, on aura une limite supérieure du module de 
; et ainsi de suite. 




(d'uX 



En vertu du lemme III, les dérivées partielles de la fonc- 
tion /(s, u) ont, pour z = o et ii = o, des valeurs dont les 
modules sont moindres que les dérivées correspondantes de la 
fonction 



M 



[ 



'-^){'-'i 
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Considérons l'équation différentielle 

(6) -=:,{z,.)= ., 

dans laquelle nous donnons à la fonction ^' la valeur initiale 
i^ = o pour s = o. Si celte nouvelle équation admet une in- 
tégrale synectîque, on obtiendra ses dérivées successives au 
moyen dés équations 



il) 











d"* V dff d(fdv 
dz^ dz ' dvdz 








d^v d}fû d\ dv 

— -4-2 
dz^ dz^ dz dv dz 


H- 

• 


d^(f 
dv' 

• • 


(dv\* ^ dtfd^v 
[dzj "* dv dz'' 



analogues aux équations (5). Quand on y fait z= o et i^ = o, 
la fonction (f et ses dérivées partielles prenant toutes des va- 
leui*s positives, les seconds membres sont des sommes de termes 

positifs, et l'on en déduit successivement pour ( ;?- ) > ( -r-, ) ? 

— j , . . ., des valeurs positives. Ainsi la fonction i^ a pour 

z = o toutes ses dérivées réelles et positives. 

Comparons maintenant les équations (5) et (y). On voit 

d'abord que le module de ( — ) est moindre que ( ;r ) • Les 

modules des termes de la seconde équation étant moindres que 

les termes de l'équation correspondante, le module de ( -j^ ) 

est moindre que ( —^ j 5 et ainsi de suite. On conclut de là que, 

si les fonctions u et p* existent, les dérivées de la première ont, 
pour z = o, des valeurs dont les modules sont respectivement 
moindres que les dérivées de la seconde. 

Mais la fonction ^ existe certainement ^ car l'équation dif- 



48 LIVRE II. 

férentielle (6) peut èlre intégrée farilement, et donne pour 
équation intégrale 

(/s'évaiiouissant avec z» Cette équation définit une fonction 
implicite i^ s'évanouissaiit avec z, et restant synectique pour 
toutes les valeurs de la variable z inférieures ou égales 
à un certain module R que Ion peut assigner. En effet, la 
fonction ^ reste monodrome jusqu'au point où les deux ra- 
cines de Téquation (8) deviennent égales entre elles ^ ceci a 

lieu lorsque la dérivée i du premier membre par rapport 

à t» devient nulle, c'est-à-dire lorsque ^'= r 5 la valeur corres- 
pondante R de z, valeur réelle, positive et moindre que y, est 
donnée par la formule 

\ P / 2 M p 

Si Ton appelle A le maximum du module de la fonction i^ 
dans le cercle de rayon R, on aura, d'après le lemme I, 






<1.2.../;. — 



On aura donc, à plus forte raison, 

mod 1 —7— 1 <ri.2.../ï.---. 
Il en résulte que la série 



. . /du\ z (d'u\ z 



Z' 
2 



ordonnée suivant les puissances croissantes de z^ est conver- 
gente pour toutes les valeurs de z ayant leurs modules inférieurs 
à R. Car, le terme général de la série ayant un module moindre 

que 

niod 2\" 
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OU voit que si le module de z est inférieur à R, la série des 
modules est convergente, et par conséquent la série proposée. 
Cette série convergente définit une fonction syneclique dans 
le cercle de rayon R. 

11 reste à faire voir que la fonction i/, définie par la série, sa- 
tisfait bien à l'équation différentielle proposée (4). Si dans 
cette équation on remplace u par sa valeur, on a, d'une part, 

du _^ ldu\ A^«\ z ld^u\ z^ 

Tz -^ \dzl,'^ \"^joT "^ \d^),T:i "^ • • ' ' 

d'autre part, 

f{z, u) =/. +/.'i +/;^ + , . . , 

en appelant/', y ",..•) les dérivées totales de la fonction /cal- 
culées au moyen des équations 

i dz du dz 

(lo) L/.^|^y I ^ <i'f du ^ d^f/duy ^ d/dUc^ 
I * dz^ dz du dz du^ x^^j ^" <3^z' ' 



On fera dans ces équations ^ = o, m == o, et Ton remplacera 

» • • • î par leurs valeurs déduites des équations ( 5 ) . 

Mais on voit que les seconds membres des équations (5) et (lo) 
sont alors identiquement les mêmes 5 on a donc 



[du\ fd}u 
\dz)' \d^' 



/;=(S); r.=[^) 







et, par suite, l'équation différentielle est vérifiée. 

49. La même méthode s'applique aux équations différen- 
tielles simultanées. Soient m équations simultanées 

, ^ du ^, , . du' 

(11) ■^ = /(z, «, « ?• • .)> ^ = /. (2^> «5 «?•'•)»•'• > 

dans lesquelles nous supposerons^ que la variable z parte de 
2; = o, les fonctions w, n'y., ayant les valeurs initiales zéro. 

4 
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Les coefficients diiïérentiels sont des fonctions synectîques par 
rapport aux variables z^u, lif^.,.^ tant que les modules de ces 
variables restent inférieurs ou égaux a û, r, /•',.••• Appelons 
M, M,,... 9 les maxima des modules des fonctions f^ fu»-* 
dans cette étendue, et posons 



? = 



(-1) 1-=^) (-7) 



En vertu du lemme III, les dérivées partielles des fonctions 
y,yi,... ont, pour z = o, M = o,..., des valeurs dont les mo- 
dules sont respectivement moindres que les dérivées correspon- 
dantes des fonctions My, IVl,(p,.... Si Ton compare les équations 
différentielles proposées aux équations diflérentielles simul- 
tanées, 

— = Mf l^z, t>, p , .. .), — =M,(p(z,f, f/ ,.. .),. . . , 

on verra, comme précédemment, que les dérivées (-7-) 1 

ciu'\ (d'u\ ldUi'\ ,,, . , 

\ , . . . , I _— , [ --.-- , . . , déduites des pi'emieres par 

Hz J, \f^z Jo \ dz' I, r r 

un calcul de proche en proche, ont des modules respective- 
ment moindres que les quantités réelles et positives (■y) » 

V/'A 1(1^ v'\ 

~r\] '> \ "77 ) ' • • • ' q^^ 1'^'^ déduit des secondes 

par un calcul analogue. 

Mais ces dernières équations peuvent être intégrées facile- 
meiil ; on a d'abord 

dp _ dv' _ 

Si ^^ m; "^ • • ' 

d'où 

iVl — M, ^' 

si Ton porle les valeurs de t', v^',.»-) dans l'un*! d'elles, il vieni 



dv' 



J^rrr 



Z 
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OU en déduit, par l'intégra lion, 

/M M, • \ k^ /MM, \ k^ 

Celte équation définit une fonction h s'évanouissant avec z 
et restant synecliquc jusqu'à un certain module R. Si l'on 
appelle A le maximum du module de la fonction h dans cette 
étendue, on a 



( 



d'^ k\ ^ A 

On aura donc, à plus forte raison, 

, /«?« u\ ^ MA 

fd"u'\ ^ M, A 



niod ( — — <^ I . 2 . // . 



\ ^z« 







R^' 



Il en résulte que les séries 

l du\ z 



/ d' ii\ z 



2 



fl?Z- / I . 2 



"~" \ ^2 /„ I \dz' )^\ .1 ' ' ■ ' 



sont convergentes pour toutes les valeurs de z dont le module 
est moindre que R. Ces séries définissent des fonctions syucc- 
tiques dans le cercle de rayon R, et satisfaisant aux équations 
différentielles proposées. 

11 est facile d'évaluer le rayon de convergence R. 'La fonc- 
tion h y s'évanouissant avec -z, reste monodrome jusqu'à ce que 
deux racines de l'équation (i3) deviennent égales entre elles. 
Ceci a lieu lorsque la dérivée du premier membre de l'équa- 
tion (i3) par rapport à v^, ou le premier membre de l'équa- 
tion (12), devient égal à zéro 5 les valeurs de k^ qui annulent 

4 
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r / 
celle dérivée, soni —> iT' " ' ^ ^** porlera la plus pelite de ces 

lu Ju| 

valeurs dans réquation (i3), et Ton en déduira la valeur cor- 
respondante R, réelle et positive, de z. 

On arrive à une formule très-simple en remplaçant, ce qui 
est permis, les modules r, ?''>..., par le plus petit d'entre eux, 
et les roaxima M, Mj,..., par le plus grand d'entre eux ; l'é- 
qualion (12) prend alors la forme 

r / z 
I 

P 

d'où Ton déduit, par l'intégration, 

Ija fonction A reste monodrome jusqu'à une valeur R de z 
donnée par la formule 

\ P/ (/w-hi)Mp 

Les limites de convergence données par notre méihode sont 
plus étendues que celles qui ont été trouvées par M. Cauchy. 
. C'est un avantage dans l'emploi des séries pour l'intégra- 
tiou. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — , TJn système (ï équations différentielles si- 
multanées admet^pour intégrales^ des fonctions synectiques, 
tant que les coefficients différentiels restent eux-mêmes synec- 
tiques, 

50. Nous avons démontré que l'équation différentielle 

■^ =/('^j z) admet une intégrale syneclique. Il n'existe pas 

d'autre fonction satisfaisant à l'équation diff*érentielle propo- 
sée, et devenant égale à u^ pour z z= z^. Soit u l'intégrale 
syneclique, et supposons qu'il existe une seconde intégrale que 
nous représenterons par 11 -h J^, la fonction j^ s évanouissant 



FONCTIONS DÉFINIES PAR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 53 

pour Z'=z Zq ^ nous aurons 

d{u-\- p)__ 



dz 
d'où 



/(«-+- M, a), 



Puisque le second membre s'annule pour ^' = o, îl contient 
une puissance entière de s^ en facteur, et l'on a 

en supposant que dans le quotient on ait remplacé u et \^ par 
leurs valeurs en fonction de z. L'intégration le long d'une 
courbe quelconque donne 



m 



■i— i— — î-W r ff(z)dz. 



L'intégrale dé6 nie ayant une valeur finie et p'ç devant être nulle, 
cette égalité est impossible. Quand m = i, Téquatipu différen- 
tielle devient 



— = y {z)dz^ 



d'où 



/ 



Z 

f{e)4z 



ç z=z p^e '• 



Puisque v^^ = o, la fonction m est identiquement nulle. 

Ainsi l'équation difïerentielle proposée n'admet pas d'inté- 
grale, prenant la valeur i/^ pour z-:^ «,, autre que l'intégrale 
synec tique. 

51 . Pour engendrer la fonction m, nous partons du point z^^ 
avec une valeur initiale arbitraire u^^ et nous faisons mouvoir 
1^ variable ^ sur une courbe quelconque dans une portion dé- 
terminée du plan. Tant que le coefficient diilérentiel donné 
f [Uf z) reste synectiqne pour les valeurs de z et les valeurs 
correspondantes de m, la fonction n, en vertu du théorème pré- 
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cèdent, reste elle-même syuectique. Ainsi, quel que soit le che- 
min suivi dans cette portion du plan pour aller du point z^ 
au point z, la fonction u a en ce point la même valeur. IMais si, 
sortant de cette portion du plan, et, suivant un certain chemin, 
on arrive à un point Zi tel que, pour z= Zi et uz=z u^ (m, étant 
la valeur correspondante de //), le coefficient différentiel de- 
vienne infini, ou se présente sous la forme ~ 9 ou cesse d^être 

monodrome, la fonction u éprouvera autour de ce point des mo- 
difications, et acquerra des propriétés spéciales, qui se trans^ 
mettront ensuite dans toute l'étendue du plan. 

Cas où le coeJficienL différentiel devient infini, 

52. Nous sommes partis du point z^avec la valeur initiale u^. 
Supposons que, la variable arrivant au point Zi, la fonction 
acquière une valeur Mj telle que, pour z = Zj et w= «/, , le coef- 
ficient différentiel y (m, z) devienne infini^ de manière toute- 
fois que son inverse -7- reste fini et continu dans le voi- 

sinage de ces valeurs. Posons 

d'où 

du' 

# 
Si Ton regarde ^' comme une fonction de m', celte fonction devra 

satisfaire à l'équation différentielle 

dz' __ I 

du' y (w, -f- «', z, H- z') ' 

et admettre la valeur initiale z' = o pour ?/ == o. 

La fonctiop 

i 

/{a, + w', z, 4-2')' 

restant finie el rontinue, est développable en une série conver- 
gente ordonnée suivant les puissances croissantes de u' ci de z\ 

el F on a 

dz' 

du 



■ 
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Si le second membre ne lenfermail aucun icnue. indëpcii- 
daut de>2', Téquatiou différentielle se mettrait sous la forme 

--- = z'ib -^r- ai' -Ar ez' -\- ) , 



d'où l'on déduirait 



^1 t/«, 



(^ ■+- c«' -h ^z' -f- . . . ) du' , 



<^n appelant z[ la valeur de z* qui correspond à a| . Quand 2' et 
«'tendent vers zéro, le second membre tend vers une valeur 
finie, tandis que le premier croît indéfiniment. Dans ce cas, 
Téquation différentielle n'admc|; aucune intégrale s'annulant 



avec z' , 



Ainsi la série renferme au iitoins un terme indépendant de 
z^ \ nous désignerons par ûm''" relui des termes de ce genre du 
degré le moins élevé; Avec la valeur initiale r/=o pour 
1/= o, Téquation différentielle (i4) définit sans difficulté une 
fonction de vt syneciique dans le voisinage de // = o, et, par 
conséquent, développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières et croissantes de li , Soit 

cette fonction. L'équation différentielle devant être satisfaite, 
si Ton substitue à la place de J cette valeur, on aura 

Aoaa'a— i-h A, (a -f- l) «'« . . . = «w'*" + ^ Ao«'« 4- • . . . 

En identifiant ces deux séries, égales pour toutes les valeurs 
de li inférieures à un certain module, on déterminera les ex- 
posants et les coefficients de la série z* , Les premiers termes 
donnent 



d'où 



a a 

a = /?l-|-l, Ao=-= ; — 5 

a w -H I 



(l5) 2'=:_!L_„'--4-. ^_ 

Réciproquement, si Ton considère li comme une fonction 
de^', cette fonction sera déterminée implicitement par Téqua- 
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lion (i5). A chaque valeur très-petite de J correspondent 
(m -f- 1) valeurs très-petites de a'; ces valeurs sont sensiblement 
égales aux racines de Téquation binôme 



m -h I 
et l'on a approximativement 






I 

en désignant par B^ la quantité ^ "^ J • Posons -z' = p e^* 

et appelons m^ , a,' , m,' , . . . , u\^ les m 4- i valeurs de ^'disposées 
suivant les sommets d'un polygone régulier, savoir : 

« '.= B. p™-^' «.'"+' , « : = B. p"-^' e"^+^ ',..., 

Quand le point z' décrit un cercle très-petit autour du point 
^'=0, Targument augmentant de air, u\ se change en m| , 
u\ en 1/', , , . . , tt^ en lî^ . On conclut de là : 

Théorème II. — Lorsque, pour un système de valeurs simul- 
fanées z^ et m^, le coefficient différentiel de^^ient infini^ si Von 
désigne par m l'ordre de la première dérivée partielle de la 

fonction -> par rapport à u qui ne s^ annule pas, la fonction 

intégrale u prend ni -f- 1 %mleurs qui se permutent les unes 
dans les autres cicculairement^ quand la variable z tourne 
autour du point Zi -, après m -f- 1 tours, la fonction reuient à 
sa valeur primitive. 

Ainsi s'engendrent les fonctions multiples. Les fonctions al- 
gébriques, étudiées par M. Puiseux, rentrent dans cette caté- 
gorie^ et en eiïet, lorsqu'en un point du plan l'équation admet 
des racines égales, le coefficient différentiel devient en général 
infini. 

Posons z/ = z""''^\ Quand z'^ fait un tour, r/ en fait m -f- 1 , 
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et par conséquent v! en fait un et revient à la même valeur. 

Ainsi la fonction v! est monodrome par rapport à la variable z^^ \ 

elle est d'ailleurs monogène ; donc elle se développe en une série 

convergente ordonnée suivant les puissances entières crois- 

1 
santés de^'' ou de «z'"*"^*, et Ton a 

1 3 
«'= Boz'"^ -+- B, z'"^' -+• 

Il resterait maintenant à examiner ce qui arrive lorsque le 

coefficient différentiel se présente sous la forme - ? ou cesse 

d'ètrè monodrome 5 mais nous ne pousserons pas plus loin ici 
cette étude : ce qui précède suffit pour le but que nous nous 
proposons. Nous avons traité avec détail cette question impor- 
tante dans un Mémoire inséré au 36® cahier du Journal de 
f Ecole Polytechnique^ et auquel nous renvoyons le lecteur. 



CHAPITRE II. 

APPLICATION AUX FONCTIONS SIMPLEMENT PÉRIODIQUES. 



De la fonction e*. 

53. Nous avons démontré que toute équation différentielle 
engendre une fonction, et indiqué la marche à suivre pour 
étudier les propriétés de cette fonction. Avant d'aborder l'étude 
des fonctions doublement périodiques, nous allons, pour faci- 
liter l'intelligence de la méthode, considérer quelques équa- 
tions différentielles très-simples, donnant naissance à des 
fonctions simplement périodiques. 

Considérons d'abord la fonction définie par l' équation dif- 
férentielle 
, s du 

» 

et admettant la valeur u = i pour 2 = 0. Le coefficient didé^ 
rcnliel étant une fonction synectiquc do 7/, il est clair que, tanl 
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que il conserve une valeur finie, la fonction intégrale u reste 
elle-niême fonction monodromc de 2. Mais il est aisé de voir 
que cette fonction u ne devient infinie pour aucune valeur 
finie de z *, car, la fonction inverse étant donnée par Tintégrale 
définie 



(») 



J"*" du 



sias'éloigne à Tinfini suivant une ligue quelconque, z va aussi 
à Tiiifini. La fonction u définie par Téquation différentielle 
proposée, restant finie, continue, mouodrome et monogène 
pour toutes les valeurs finies de 2, est une fonction synectûfue 
de z, dans toute l'étendue du plan. 

Cette fonction est périodique; car à une même valeur 
de u correspondent toutes les valeurs que peut acquérir l'in- 
tégrale définie (a), quand on va du poiiit i au point u par 
différents chemins ; la fonction, placée sous le signe somme, 
devenant infinie pour 'm = o, tous ces chemins peuvent se ré- 
duire au chemin rectiligne augmenté d'un nombre quelconque 
de fois le contour élémentaire qui enveloppe le point u = o. 
.Si l'on désigne par z l'intégrale rectiligne, et par w l'intégrale 
le long du contour élémentaire, on voit qu'à chaque valeur 
de u correspondent une infinité de valeurs de z en progression 
arithmétique, savoir z -+- mw, m étant un entier quelconque 
positif ou négatif. Donc u est une fonction simplement pério- 
dique de Z] la période o) a pour valeur 2 7r/. On sait que la 
fonction u n'est autre chose que e*, lorsque la variable z est 
réelle ; il convient de la représenter par le même signe lorsque 
la variable devient imaginaire. 

Soit Ui la valeur de la fonction pour une valeur détermi- 
née z, de la variable; posons z = Zi-hz'^ u = Uiu'^ z^ étant 
une nouvelle variable, vt la nouvelle fonction ; l'équation dif- 
férentielle devient -7-7 = i/, et l'on a encore i/ = i pour 2=0. 

On en conclut //= e^\ re qui donne la relation fondamentale 
e^i-Hs' = e^, X i-'' • 

Imaginons que Ion trace dans le plan des parallèles à Taxe 



y 


\- 9- 

















.1 
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^•^ (^S' 9)' ^ égale distance si n les unes des autres; ces pa- 
rallèles partageront le plan 
en bandes égales. Quand la 
variable z se meut dans une 
bande, la fonction e* passe par 
toutes les valeurs possibles, 
et une seule fois par chacune 
d^elles : elle devient infinie si 
la variable z s'éloigne à l'in- 
fini vers la droite, nulle au 
contraire si elle s'éloigne à 
Finfini vers la gauche. Quand la variable z passe d'une baiido 
à l'autre, la fonction reprend périodiquement la même valeur. 

L'équation didérentielle — = au^ avec la condition u = i 

pour-z=o, produirait évidemment la fonction u = e"'. 

De la Jonction tan g z. 

54-. Considérons en second lieu la fonction définie par Tc- 

quation différentielle 

du 
(3) S^='+''% 

et admettant la valeur initiale m = o pour 2 = 0. 

La dérivée étant une fonction syneclique de u, la fonction 
intégrale u reste monodrome tant qu'elle conserve une valeur 
finie. Mais il peut arriver ici que u devienne infinie pour une 
valeur finie de z *, car l'intégrale définie 



(4) 






tend vers une valeur finie quand u s'éloigne à l'infini dans une 
direction quelconque. Soit donc a une valeur finie de z qui rend 
u infinie \ pour voir ce qui arrive dans le voisinage de ce 

point 2 =a, nous poserons z = a -|- 2', n = -; réquation dif- 
férentielle devient 

(5) ^----('--'^ 
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i^ se réduisant à zéro pour 2' = o ^ la fonction »^ restant mono- 
drome dans le voisinage du point z = a -, il en est de même de 
la fonction u. Ainsi Téquation différentielle proposée définit 
une fonction de z monodrome dans toute Tétendue du plan ; 
mais cette fonction n'est pas synectique, car elle devient infi- 
nie pour des valeurs finies de z. 

Cette fonction est périodique ; à une même valeur de 
u correspondent les valeurs de z données par l'intégrale 
définie (4) ^ dans laquelle il faut concevoir que la ligne 
d'intégration prenne toutes les formes possibles. La fonc- 

tion -^ placée sous le signe somme, devenant infinie pour 

li = -h « et M = — I, tous les chemins peuvent se réduire au 
chemin rectilîgne augmenté d'un, nombre quelconque de con- 
tours élémentaires autour de l'un ou l'autre des deux points 
u = -f- /, li = -— /; ces deux contours élémentaires donnant 
la même intégrale oy^= tt, on voit qu'à chaque valeur de u cor- 
respondent les valeurs z -h m w. Ainsi la fonction u est simple- 
ment périodique, et la pé- 
riode est TT. On désigne cette 
fonction par le signe tang 2, 
parce que, pour les valeurs 
réelles de z, elle se confond 
' avec la tangente trigonomé- 
triquc de l'angle z. 

Des parallèles à Taxe desj^, 
à la distance tt les unes des 
autres, partageront le plan 
en bandes égales {fig* xo) 5 quand la variable z se meut dans, 
une bande, la fonction tdng z passe par toutes les valeurs pos- 
sibles, et une seule fois par chacune d'elles^ quand la variable 
passe d'une bande à l'autre, la fonction reprend périodique- 
ment la même valeur. La fonction tang z n'a qu'un seul 
zéro et un seul infini dans chaque bande, dans la première 

le zéro est z = o, rinfini z =■ -' 



Fig. 10. 

y 



^«-H« M- 



^«— <| X '> A " K " > 
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La fonction tang z est impaire. Car, si dans Fintégrale 
définie (4)9 on fait marcher u suivant deux chemins opposés, 
de part et d'autre de l'origine tt=o, on obtiendra pour z des 
valeurs égales et des signes contraires; ainsi 

tang ( — z) = — tang z. 

L'équation (5) admet pour intégrale 

p= — lang(z') = — tang (z — ^j = tangf^ ""^)' 
il en résulte la relation 



\2 •/ tanj 



tan£; 

\2' •/ tangz 

Des fonctions sin z et cos z. 

55. Proposons maintenant d'étudier la fonction définie par 
l'équation différentielle 

(6) ^ = VG{«-a)(«-*), 

et admettant la valeur initiale 11^=0 pour ^ = 05 on donne 
en outre la valeur initiale de la dérivée qiie nous désignerons 
par Uq. La fonction inverse 

du 






croît indéfiniment avec u \ ainsi u ne devient infinie pour au- 
cune valeur finie de ^ ; il reste à examiner ce qui arrive lors- 
que u s'approche de l'une des valeurs a ou i pour lesquelles le 
radical n'est plus une fonction monodrome de m. Soit z^ une 
valeur de z pour laquelle u = a ; posons 

l'équation difl^érentielle devient 

vi s'évanouissant avec z \ la dérivée restant monodrome pour 
des valeurs suffisamment petites de 1/, il est clair que iJ est 
elle-même fonction monodrome de r', dans le voisinage de 
z' = o, et par suite u est fonction monodrome de z jdans le 
voisinage de la valeur z^. Il en est de même quand u atteint la 
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valeur b. Ou conclu l de là que la foiution ii, définie par Té- 
quation diirércnlielle proposée, esl une fonction synectique 
de z, dans toute l'étendue du plan. 

L'intégration présente ici une particularité qu'il est bon de 
remarquer. Quand la variable z arrive au point z^ pour lequel 
li =:a, on peut concevoir que, z continuant à varier, u con- 
serve la valeur constante a, ou bien varie elle-même, et alors 
son accroissement est la valeur de u'*, qui est indépendante du 
signe du radical. La même remarque s'applique au point b. 

Etudions maintenant la fonction inverse donnée par l'inté- 
grale définie 

Nous nous servirons pour cela d'une méthode très-élégante, 
dont le principe est dû à M. Cauchy, et qui a été appliquée 
avec beaucoup de succès par M. Puiseux à la recherche des di- 
verses valeurs que peut acquérir une intégrale définie, quand 
^*e- ï'- on fait varier la ligne d'intégration. 

(b^ \ •^ Dans le plan servant à figurer la varia- 

\ / lion de m, marquons les deux points 

a eX b [fïg^ II), qui correspondent aux 
valeurs u := a^ u = b. Désignons par 
(A) le contour élémentaire que Ton 
obtient lorsque la variable u va en ligne droite de l'origine O 
à un poiiït très-voisin de a, décrit un cercle très-petit autour de 
ce point, puis revient à l'origine par la même droite. Désignons 
de même par ( B) le contour élémentaire qui enveloppe le point 
b, et enfin appelons A et B les valeurs acquises par l'intégrale 
définie quand la variable m décrit chacun de ces contours avec 
la valeur initiale U^ du radical. Nous remarquons d'abord que 
l'intégrale relative à chacun des petits cercles est infiniment 
petite. Quand la variable a, après avoir parcouru la droite O a, 
décrit un petit cercle autour du point a, le radical change de 
signe, et il revient à Torigine avec la valeur — V^ ; dans la 
seconde partie du mouvement, la droite a O étant parcourue 
enscnsconlraiie avec un radical changé de signe, les éléments 
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de r intégration se reproduisent avec le même signe, ce qui nous 
apprend que l'intégrale A, relative au contour élémentaire (A), 
est égale à deux fois F intégrale rectiligne suivant Oa. Les 
mêmes considérations s'appliquent au contour élémentaire (B). 

Cela posé, tous les chemins qui vont de Torigine O à un 
point quelconque M* peuvent être ramenés au chemin recti- 
ligne, précédé, s'il est nécessaire, d'une combinaison quelcon- 
que des contours élémentaires (A) et (B) : i° Ceux qui se 
ramènent au chemin rectiligne OM, sans passer par l'un des 
points a ou. b^ donnent l'intégrale rectiligne que nous appel- 
lerons z, 2^ Ceux qui se ramènent au contour élémentaire ( A ) 
suivi du chemin rectiligne OM, donnent pour intégrale A — z 5 
car, après le contour élémentaire (A), le radical ayant changé 
de signe, le chemin rectiligne donne un résultat de signe con- 
traire — 2 *, ce qui fait A — -z. 3° Les chemins qui se ramè- 
nent au contour élémentaire (B) suivi du chemin rectiligne OM, 
donnent de même B — z. 4° Supposons maintenant que la 
variable 11 décrive d'abord le contour élémentaire (A), puis le 
contour élémentaire (B), et enfin le chemin rectiligne OM ; le 
premier contour donnera A ] le radical ayant changé de signe, 
le second donnera — B^ le radical, ayant changé de signe une 
seconde fois, a repris à l'origine sa valeur primitive -f- U^^, de 
sorte que le chemin rectiligne fournira de nouveau la valeur z ; 
en tout A — H -f- z. En général, le double contour élémentaire 
(A) -f- (B), précédant nn chemin quelconque, augmente l'inté- 
grale de la quantité constante w = A — B; comme on peut 
introduire ce double contour autant de fois que l'on veut, on 
ajoutera à l'intégrale un multiple quelconque de o). On aurait 
pu revenir à la valeur initiale primitiveL^du radical,, en par- 
courant deux fois successivement le contour (A), ou deux fois 
le contour (B)^ mais le résultat A — A ou B — B serait iml. 

Nous avons trouvé d'abord l'intégrale rectiligne z, que l'on 
peut augmenter d'un multiple quelconque dew, ce qui fait une 
première série z -f- m &). Nous avons trouvé ensuite une se- 
conde valeur A — z, qui, augmentée de même d'un multiple 
quelconque de w, donne une seconde série A — z -{- /nts). La 
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troisième valeur B — z rentre dans les séries précédentes ; car 
on a B — 2=A — z — w. Il résulte de là qu'à chaque va- 
leur de u correspondent deux séries de valeurs de z, savoir 
z + tntù et A — z + mtù en progression arithmétique. Ainsi 
la fonction u, définie par Féquation différentielle, est une 
fonction de z, synectique et simplement périodique. Dans cha- 
que bande la fonction passe deux fois par la même valeur, «t 
la somme des deux valeurs de z qui dans chaque bande don- 
nent la même valeur de u, ont une somme constante A, abstrac- 
tion faite des multiples de la période ot). 

56. L'équation particulière 

, . du I 

(7) ;^ = v''-»'' 

à laquelle on joint les conditions u = o et U^ = i pour z = o, 
donne naissance à la fonction synectique impaire et simple- 
ment périodique, que Ton désigne par sin z. L^ntégrale recti- 

ligne de M = o à M = I étant égale à -9 on a A =71 : d'ailleurs 

B = — A ^ donc Cl) = 2 71. A chaque valeur de u correspondent 

deux valeurs de Zy dont la somme est constante et égale à tt ; 

on a donc la relation 

sin (tt — z) = sinz, 
et , par suite , 

sin (tt 4- z) = — sin z. 
Si l'on pose 

«' = V^î — «% 

l'équation différentielle devient 

du/ I 

(8) _ = _v/.-.". 

{/ayant la valeur initiale vl = i pour z = o. Cette nouvelle fonc- 
tion vl est synectique par rapport à z, et simplement périodi- 
que ; on la désigne par cos z. En remarquant que dans l'équa- 
tion (7) w acquiert la valeur 11 = i pour z = -r, onen conclut 

TT 

COS 3 = Sin I z 
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11 est facile d'obtenir les relations qui existent entre les fonc- 
tions dont nous venons de parler. On a d'abord, en vertu de la 
relation sin* z -f- cos* z = i , 

D, ces 3 =: — sin 3, D, sin z^=r. ces z ; 
d'où 

D, ( CCS z 4- / sin z) = f ( cos z H- / sin s ) . 

Comme d'ailleurs la fonction cos z -t- ^ sin « se réduit à l'unité 
pour <z = o, on en conclut la relation 

cos z -f- / sin z = e". 



Si l'on pose 



il vient 



sm z 
cosz 



sin' z -f- cos' z 

D,P = 3 = I 4- v' ; 

cos^z 



d'ailleurs v s'évanouit avec 2, il en résulte cette autre relation 

sin z 



tang z 



cosz 



Propriétés générales des fonctions simplement périodiques, 

57. Nous venons d'étudier diverses équations différentielles 
donnant naissance à des fonctions simplement périodiques. 
C'est ici le lieu de dire quelques mots des propriétés générales 
des fonctions simplement périodiques. 

Il est évident qu'une fonction simplement périodique, ino- 
nodrome et monogène, devient infinie au moins une fois dans 
l'intervalle de chaque période, sans quoi la fonction ne devien- 
drait pas infinie dans toute l'étendue du plan. Cette fonction 
doit aussi devenir nulleet passer par toutes les valeurs possibles. 

La plus simple des fonctions doublement périodiques est 
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la fonction synectique e " , qui admet la période w. Si l'on 
partage le plan en bandes égales par des droites parallèles à 
une même direction arbitraire menées à la distance 00, la fonc- 
nion repi^fendra périodiquement la même valeur dans chacune 
de ces bandes aux points correspondants, c'est-à-dire aux 
points situés sur une parallèle à une même direction , et a 

5 
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2Ttti 

la distance d) les unes des autres. La fonction e " ne passe 
qu'une fois par la même valeur dans chaque bande ; elle devient 
infinie pour z ^ -f- oo , et nulle pour z = -;:- oo . 
La fonction 

2 7r«i 



tang — 



itz <? « — 1 






ne passe comme la précédente qu'une fois par la même valeur, 
dans chaque bande. Elle n admet qu'un seul infini simple et 
un seul zéro simple dans chaque bande. 

58. Au moyen d'une fonction monodrome simplement pério- 
dique (f(z) SLun seul infini, on peut former une fonction simple- 
ment périodique, ayant la même période, etdanschaquc période, 
des infinis quelconques a, 6, y,."^ et des zéros quelconques en 
même nombre a, 2», c, .... Il suffit de prendre la fonction 

(p(3) — ^(a) cp(z) — (p(P) 

Lorsqu'une fonction monodrome et monogène a une infinité 
d'infinis placés en ligne droite et à égale distance^ et une infi- 
nité de zéros placés aussi sur une ligne droite parallèle h la 
précédente et à même distance, cette fonction est simplement 
périodique. Car on peut former une fonction simplement pério- 
dique ayant les infinis et les zéros donnés, et, d'après le théo- 
rème V (chapitre IV, livre 1), la fonction proposée sera égale à 
cette fonction périodique multipliée par un rapport constant. 

Plus généralement, concevons une fonction /*(z) dont les 
infinis et les zéros soient disposés par groupes égaux et équi- 
dîstants , suivant une même direction. Je dis d'abord que, dans 
chaque groupe, il y a autant de zéros que d'infinis. Supposons, 
en effet, que la fonction ^(z) contienne un plus grand nom- 
bre de zéros que d'infinis •, on pourra former une fonction 
simplement périodique F(z), admettant tous les infinis de 

J (z) et une partie des zéros : le quotient ■ n'ayant plus 
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d'infinis, est constant; doncy^(z) ne peut avoir plus de zéros 
que F(z), Supposons, au contraire, que la fonction/ (z) ait 
moins de zéros que d'infinis, on formera une fonction simple- 
ment périodique F (z) admettant tous les zéros def{z) et une 

F (s) 
partie des infinis. Le quotient > n'ayant plus d'infinis, est 

constant; àoucf(z) a autant de zéros que F (z). Ainsi, dans 
chaque groupe, le nombre des zéros de la fonctiony(2) est le 
même que celui des infinis. Si maintenant on appelle F (z) la 
fonction simplement périodique qui admet ces infinis et ces 

. ■ f(z) , 
zéros, le quotient étant constant, on voit que la fonction 

f(z) est elle-même simplement périodique. 

Si la fonction périodique n'était pas monodrome et prenait m 
valeurs pour cliaquc valeur de z, elle serait racine d'une équation 
algébrique du degré w, ayant pour coefficients des fonctions 
périodiques monodromes; car toute fonction symétrique des m 
Valeurs de la fonction est une fonction monodrome. 

Il résulte de là que l'on peut caractériser l'ordre ou le degré 
d'une fonction simplement périodique par le nombre des infi- 
nis qu'elle admet dans chaque bande. Si elle est monodrome 
et admet n infinis, elle s'exprimera par une fraction ration- 
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nelle en e ^* du degré w. 

59. Cherchons maintenant la relation qui existe entre une 
fonction monodrome simplement périodique ^ qui ne devient 
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infinie pour aucune valeur finie de z et la fonction u=ze ^* . A 
chaque valeur de u correspond une série de valeurs de z don- 
nées par la formule z -h m o); mais à toutes ces valeurs de z ne 
correspond qu'une seule valeur de u : ainsi u est monodrome 
par rapport à m; d'ailleurs cette valeur de m est toujours finie, 
excepté pour u = o et u = co . Il en résulte que p» est dévelop- 
pable en une double série convergente ordonnée suivant les 
puissances entières positives et négatives de ii (30), ce qui 
donne la série de Fourior. 



5. 
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CHAPITRE III. 



ORIGINE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 



60. Proposons-nous d'abord d'étudier la fonction définie 
par l'équation différentielle 

(i) ^ = v^G(«-«)(a-^)(tt-c), 

et la valeur initiale u = o pour z =^ o. Il faut encore indi- 
quer le signe avec lequel on prend le radical pour « ^= o ; 
nous désignerons par U^ cette valeur initiale du radical. Cette 
fonction ne peut cesser d'être monodrome que lorsqu'elle de- 
vient infinie ou égale à l'une des quantités «, 6, c, pour les- 
quelles le radical s'annule. Supposons que pour z = Zj la 
fonction u devienne égale à a ^ si Ton pose 

on a 

— = - \/g (a — ^ -h tt'') (rt — c 4- u'^y 

Le radical étant fonction monodrome de u', pour les valeurs de 
u' suffisamment petites, il en résulte que w', et par suite u^ re- 
prend la même valeur quand la variable z tourne autour du 
point Zi. 

Mais u peut devenir infinie pour une valeur finie de z \ car 

l'intégrale 

du 



I 



Jq s/g (u — a) [u— b){u — c) 

lend vers une valeur finie quand u s'éloigne indéfiniment sui- 
vant une direction quelconque. Soit donc a une valeur finie 
de z pour laquelle u devient infinie. Posons 



, 1 

a -f- z , u =2= -y 
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Téquation dîiféreniielle devient 



EL 



==— VG*',(i — ««')(i— . 6v)(i — <?w) 



Si Ton fait ensuite 
elle se réduit à 



(2) 



ihf* I ■ I 



et l'on a */= o pour z'= o. La fonction k^ définie par l'équa- 
tion (a) restant monodrome dans le voisinage de ,2',= o, il en 
est de même de la fonction u. On conclut de là que u est une 
fonction monodrome de z dans toute l'étendue du pla», 
Etudionsi maintenant la fonction inverse 






du 



Dans le plan qui sert à figurer la variation de 11, marquons 
les trois points «, i, c [fig. 12) ; désignons, comme nous l'a- 
yons fait précédemment, par (A), (B), (C) les trois contours 

élémentaires correspondants, et 
appelons A, B, C, les valeurs de 
l'intégrale définie relative à ces 
contours. Tous les cliemins qui 
vont de l'origine à un point quel- 
conque M du plan peuvent être 
ramenés au chemin rectiligne OM, 
ou à ce chemin rectiligne précédé de l'un des contours élémen- 
taires ou d'une combinaison de ces contours 5 appelons z la 
valeur de l'intégrale rectiligne OM. Tous les chemins qui se 
ramènent au chemin rectiligne, sans passer par l'un des points 
a, t, c, donnent la même valeur z. Supposons que la variable u 
décrive d'abord le contour élémentaire (A), le radical, changeant 
de signe, reviendra à l'origine avec la valeur — U^, de sorte que, 
si u parcourt ensuite le chemin rectiligne OM, l'intégrde pren- 
dra lavalcur — z, en tout A — z. Supposons mainte\iant que 
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la variable i/, après avoir décrit le contour (A), décrive ensuite 
un autre contour élémentaire (H) ; par un second changement 
de signe, le radical reviendra à l'origine avec sa valeur ini- 
tiale Uq, Tintégrale ayant alors la valeur A — B : si Ton marche 
ensuite suivant un chemin quelconque, on voit que l'intégrale 
sera augmentée de la quantité constante A — B; par exemple, 
si Ton suit le chemin rectiligue OM, on aura A — B -f- s. La 
variable u pouvant décrire le double contour (A) -h (B) autant 
de fois que l'on veut, l'intégrale sera augmentée d'un multiple 
quelconque de la quantité constante &) = A — B, qui constitue 
ainsi une première période. On aura de même deux autres pé- 
riodes w'=3 A — C, («/'=: B — C ; mais comme a)"= co' — o), 
cette troisième rentre dans les deux premières. Si Ton parcou- 
rait deux fois successivement le même contour (A), on revien- 
drait à la valeur initiale U^ du radical, mais la valeur de l'inté- 
grale A — A serait nulle. Ainsi il n'y a pas d'autres périodes 
que les deux que nous venons de trouver. 

Il résulte de ce qui précède qu*à chaque valeur de u corres- 
pondent deux séries de valeurs de z représentées par les for- 
mules 

dan^s lesquelles m et m' désignent des nombres entiers quelcon- 
ques, positifs ou négatifs. Les valeurs B — z^C — z, que Fou 
obtiendraiten parcourant, d'abord l'un des contours (B)ou(C), 
puis le chemin rectiligne OM, rentrent dans la seconde série ; 
carB = A-HB — A= A — w,C = B-f-C — A = A — 0)'. Réci- 
proquement on conclut de là que w est une fonction monodrome 

^*&- '^- de 2 doublement périodique; 

quand la variable z augmente 
ou diminue del'unedes quan- 
tités 0) et 0)', la fonction u re- 
prend la même valeur. 

Dans le plan qui sert à 
figurer la variation de z^ por- 
tons à la suite les unes des. 
autres les longueurs ooi, OiO?,, O0O3,... ( fig. i3), égales à 
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la première période o), les longueurs od y cld\ o^o"'^,,^ 
égales à la seconde période ui \ pai' les points o, o\ o'\,.,^ 
menons des parallèles à ooi, et par les points o, Oi, Og,.**? 
des parallèles à oo^ : ces parallèles diviseront le plan en paral- 
lélogrammes égaux, dans lesquels la fonction u reprendra 
périodiquement la même valeur. Dans chaque parallélo- 
gramme, la fonction u passe deux fois par tous les états de 
grandeur, et la somme des deux valeurs de z qui correspondent 
à la même valeur de u est constante et égale à A, en négligeant 
les multiples des périodes. La fonction, dans chaque parallélo- 
gramme, admet deux zéros simples, 2 = 0, z = A, et un infini 

double z = — *, car Téquation (2) montre que 5' = o ou -z = a 

est un zéro simple pour i^ et par conséquent un infini double 
pour u, 

61. La méthode précédente s'applique sans difficulté à l'é- 
quation diSerentielle 

(3) ^ = ^G{u-a)(u-b)[u-c){u-d), 

à laquelle on joint les conditions m = o, — = Uq, pour z =0, 

La fonction u reste monodrome même dans le voisinage des 
valeurs û, A, c, rf, pour lesquelles la dérivée cesse d'être mo- 
nodrome par rapport à u. Soit a une valeur de z qui rend u 
infinie ) si l'on pose 



, I 



l'équation devient 



et l'on a la condition 1^= o pour z' = o, La fonction ^^ res- 
tant monodrome dans le voisinage de z*'=: o, il en est de même 
de u. Ainsi la fonction u est monodrome dans toute Tctendue du 
plan. 



'2 
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Fig. 14. 




Considérons maintenant la fonction inverse 
/•" du 

Dans le plan relatif à la variable u, marquons les quatre 

points a, b^ c^ d [fig* i4)> 
dans Tordre où ils se pré- 
sentent quand on fait tour- 
ner le rayon vecteur dans un 
sens déterminé , et considé* 
rons les contours élémen- 
taires qui enveloppent ces dif- 
férents points. Comme nous 
Tavons expliqué plus haut, 
quand la variable i< parcourt 
successivement deux con- 
tours élémentaires, on ra- 
mène à Torigine, par deux changements de signe, la valeur ini- 
tiale du radical ; il en résulte les six périodes 

A ~B, A — C, A — D, 
B — C, B— D, C — D. 

Mais ces six périodes ne sont pas distinctes; on remarque d'a- 
bord que les trois dernières, étant des combinaisons des trois 
premières, rentrent dans celles-ci. Nous allons faire voir main-" 
tenant que les trois premières périodes se réduisent à deux. 

De l'origine comme centre, avec un très^rand rayon OL, 
décrivons un cercle, et supposons que la variable u parcoure 
d'abord la droite OL, puis décrive la circonférence dans le sena 
indiqué par la flèche, et revienne à Torigine par la droite LO. 
Ce contour fermé équivaut évidemment à la somme des quatre 
contours élémentaires (A)4-(B)-f-(C)-i- (D), parcourus dans 
Tordre indiqué, ce qui donne Tiniégrale A — B H- C — D. Le 
radical, ayant éprouvé quatre changements de signe, reprend à 
l'origine sa valeur initiale Uq*, quand la variable, après avoir 
parcouru la droite OL, a décrit la grande circonférence, le ra- 
dical reprend au point L la même valeur, et par suite la 
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seconde intégrale LO détruit la première OL ^ il reste à éva- 
luer l'intégrale circulaire. Si Ton pose z = re^' , cette intégrale 
a par expression 




Jo{.-y.'){, 



-e-en 1 1 — tc-6i\ 1 1 e-O^ 



quand le rayon augmente indéfiniment, cette intégrale tend vers 
^éro. Comme l'intégrale relative au contour formé OLIJI^O 
est nulle, il en résulte la relation 

A — B Ht C — • D = o ; 
d*où 

A — D=rB— C = (A — C) — (A — B); 

ce qui fait rentrer la troisième période A — D dans les deux 
premières. Ainsi la fonction u est doublement périodique 5 elle 
admet les deux périodes (ù= A — >B, «':=A — C. 

Si l'on néglige les multiples des périodes, on voit qu'à chaque 
valeur de M correspondent deux valeurs de 2, savoir: l'intégrale 
rectiligne z et A — z^ les autres valeurs B — z, C — z, D — z 
rentrant dans la seconde par des additions de périodes. La 
comme de ces deux valeurs est constante et égale à A . 

Dans chaque parallélogramme des périodes, la. fonction u 
passe deux fois par tous les états de grandeur 5 elle admet deux 
zéros simples z == o, z = A, et deux infinis simples z = a, 
z =j3.. L'équation (4) montre, en effet, que -z = a est zéro sim- 
ple pourt^ et, par conséquent, infini simple pour 11. 

62. 11 résulte de ce qui précède que, lorsque le polynôme 
placé sous le radical est du troisième ou du quatrième degré, 
la fonction définie par l'équation différentielle est monodrome 
et doublement périodique. Il est aisé de voir que, si le poly- 
nôme était d'un degré supérieur au quatrième, la fonction u 
cesserait d'être monodrome. 

Considérons en général l'équation 

| = U. U»=F(«), 
F (//) désignant un polynôme entier du degré ///, et soit a une 
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valeur finie de z pour laquelle u devient infinie* Si Ton pose 



« = -, U(''=— V, 

V 



Téquation diflerentielle devient 



et Ton a 



^"^ V 



^•=^^K^) 



Quand le degré m du polynôme F (ci) ne surpasse pas 4? le 
nouveau coefficient différeutiel V conserve une valeur finie 
pour i^ = o, et par suite, en vertu de ce qui précède, la fonc- 
tion v reste monodrome quand z tourne autour de a. 

Lorsque le polynôme est d'un degré supérieur à 4? le coeffi- 
cient différentiel V devient infini pour \> = o, et la fonction v 
n'est plus monodrome. Supposons d'abord que le polynôme 
F ( II) soit d'un degré pair 2 n, on aura 

__, A-hBc'-H... 
d'où l'on déduira pour V une expression de la forme 



V=: 



pli— 2 



En vertu du théorème II (livre II, chapitre I)^ quand z tourne 
autour du point a, la fonction s^ prend n — i valeurs, qui se 
permutent les unes dans les autres circulairement. 

Si le polynôme est du degré impair //i = 2 « + i , on posera 

d'où 

a -h ô p'2 4- . . . 



V = 



p'lll-3 



Le coefficient différentiel de l'équation 



^7" 2/ 



étant, par rapport à i^', un infiniment grand du degré 2 n — 2, la 
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fonction p' et par suite \> admettent 2/1 — i valeurs en série 
circulaire , quand z tourne autour du point a. 

Lorsque w = 2, 11 est une fonction de z simplement pério- 
dique, qui ne devient infinie pour aucune valeur finie de 2. 

Lorsque fw = 3 ou m = 4? la fonction est doublement pério- 
dique et admet deux infinis dans chaque parallélogramme des 
périodes. 

Mais lorsque m est plus grand que 4, le tiombre des périodes 
surpasse en général deux; dans tous les cas, la fonction n'est 
plus monodrome et prend une infinité de valeurs en chaque 
point du plan. 



>—— 



CHAPITRE IV. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 



Des périodes. 

63. Dans le chapitre précédent, nous avons fait voir com- 
inent certaines équations différentielles donnent naissance à 
des fonctions monodromes et monogènes doublement périodi- 
ques. Dans le chapitre actuel, nous nous proposons de démon- 
trer les propriétés fondamentales des fonctions doublement 
périodiques en général. 

On conçoit directement l'existence des fonctions double- 
ment périodiques. Que l'on suppose le plan, dans lequel se 
^leut la variable z, divisé en parallélogrammes égaux ayant 
pour côtés les deux quantités géométriques o) et w', et que Ton 
§e représente une fonction monodrome reprenant la même 
valeur aux points correspondants de ces divers parallélogram- , 
mes^ on aura une idée très-nette d'une fonction doublement 
périodique; mais en général celte fonction ne sera pas mono- 
gène. 

Pour qu'il ait réellement deux périodes, il faut que le rap- 

port — soit imaginaire; autrement, les deux quantités gcomé- 
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triques co et co' ayant la même direction , les parallélogrammes 
se réduiraient à des lignes droites. Il est aisé de voir que, lors- 
que le rapport des périodes est réel et commensurable, les deux 
périodes se réduisent à une seule; en effet, soit (ù=:n(ù'\ 
(ù'=zn'tù'\ n et «' étant des nombres entiers premiers entre 
eux; on a 

* /?w + <7w' = (/?/i-H qn' ) «" ; 

les combinaisons des deux périodes sont des multiples de o)'', 
et réciproquement, comme on peut choisir ^ et ^ de manière 
que pn + çn' soit égal à un entier donné, ces combinaisons 
donneront tous les multiples de (*/'] ainsi les deux périodes 
w et w' se ramènent à la seule période co'' et la fonction est 
simplement périodique. Supposons le rapport des périodes 
réel, mais incommensurable; ce cas peut être considéré 
comme la limite de celui où les deux périodes admettent une 
commune mesure w", infiniment petite; la fonction, reprenant 
la même valeur à des distances infiniment petites w'', serait 
une constante. Ainsi, dans toute fonction doublement pério- 
dique, le rapport ^des périodes est imaginaire. 

64. On peut choisir d'une infinité de manières les périodes 
d'une fonction doublement périodique. Pour fixer les idées, 
supposons la fonction monodrome et monogène. Soit o un 
point quelconque du plan pour lequel la fonction a la valeur 
Uq et la dérivée la valeur u\ [fig* i5); à ce point en corres- 

Fig. i5. pondent une infinité d'autres 

pour lesquels la fonction et 
sa dérivée reprennent les 
mêmes valeurs Mq, «„. Joi- 
gnons deux quelconques de 
ces points o et Oi ,* si, sur la 
droite ooi , et dans l'intervalle 
de ô à Oi, il n'y a aucun autre 
point, on pourra prendre la 
grandeur géométrique 00 ^ 
comme une proniière période w. Car, la fonction et sa dérivée 
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ayant chacune la même valeur en o et en Oi, si Ton fait mou- 
voir la variable z^ à partir de ces points, suivant des lignes 
égales et parallèles , la fonction et sa dérivée auront constam- 
ment la même valeur aux points- correspondants. Il en résulte 
que, sur la droite indéfinie ooi, existent une infinité de points 
correspondants o, Oi, Oj,..., séparés par le même intervalle o). 
Maintenant faisons mouvoir cette droite parallèlement à elle- 
même, jusqu'à ce qu'elle rencontre un autre point o'^ dans cette 
seconde position, la droite contiendra une nouvelle file de points 
correspondants o', o', , o',,. .. , séparés par le même intervalle «. 
Si l'on joint deux points quelconques o, o' de ces deux files pa- 
rallèles, la grandeur géométrique oo' pourra servir de seconde 
période ; il est évident que sur la droite infinie oo^ se trouvent 
aussi une infinité de points correspondants o, o', o",..., à la 
distance ci>' les unes des autres ] on a ainsi deux séries de files 
égales et parallèles. 

Ces deux séries de files parallèles divisent le plan en une 
infinité de parallélogrammes égaux entre eux, qui ne renfer- 
ment dans leur intérieur aucun des points o, Oj,... o',.... Il 
est clair que la fonction et sa dérivée ont respectivement la 
même valeur aux points homologues de ces divers parallélo- 
grammes. Nous appellerons parallélogramme élémentaire l'un 
quelconque d'entre eux, par exemple le parallélogramme 



OOiO o. 



65. Nous avons vu que Ton peut former d'une infinité de 
manières le parallélogramme élémentaire. Désignons par cui et 
0)' certaines périodes formant un parallélogramme élémentaire.- 
Deux périodes nouvelles (ù^ et &)', étant des grandeurs géomé- 
triques allant du point o à deux points homologues , on aura 

&), = p(o -\- g «', 
w , = /? w H- ^ oi> . 

Pour que ces deux périodes Wi et w', puissent remplacer les 
deux premières, et former un nouveau parallélogramme élé- 
mentaire, il faut d'abord que p et q soient premiers entre eux, 
ainsi que p' et (f ; il faut en outre que w et w' soient réciproque- 
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ment des combinaisons de cfe)| et (ù\ ; ce qui exige que les nom- 
bres entiers p, 9, ^', 7' vérifient la relation p// — qp' =i±:i. 

Cette condition exprime que les deux parallélogrammes 
sont équivalents. En effet, soient 

Taire du premier parallélogramme est 

celle du second 

±{(j,a + qa'){p'b + q'b') - {pb + gb') [p'a + q'a')] 
= ±{pq'-qp'){ab'-ba'). 

Si la condition pqf — qp'^=± i n'était pas vérifiée, le nou- 
veau parallélogramme serait trop grand, et se composerait de 
la réunion de plusieurs parallélogrammes élémentaires. 

66. Soit le parallélogramme ooio', of (fig^ iS); en conser- 
vant la première période co, et prenant pour seconde période la 
droite qui joint le point o à un point quelconque o', de la se- 
conde file, on obtient un nouveau parallélogramme élémen- 
taire ooi o'j o', , équivalent au premier ; dans ce cas, les nouvelles 
périodes sont w et («)'-{-/7 0i), ce qui ajoute à Tune des périodes 
un multiple quelconque de l'autre. 

On peut toujours, par une série de transformations pareilles, 
passer des périodes w, w' aux périodes équivalentes w,, w', . En 

effet, réduisons en fraction continue la fraction -et soient 

9 



P^ 


P^ 


Pn 

— » 


P 


^0 


^« 


Hn 


9 



les réduites successives \ on a 

Pqn—qpn=^±i; 
mais on a aussi 

/?^' — y;j' = ±:i. 

On peut supposer que le signe est le même, sans quoi on chan- 
gerait les signes de p' et de ^', c'est-à-dire le signe de w'. On 
en déduit 

p'=Pn'i-pt, 
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t étant un nombre entier, et , par suite , 

W , =Pn W -f- fjn &>' -h ^W| ; 

si de la seconde période w', on retranche un multiple ^Wj de la 
première, on remplacera les deux périodes w, et w, par les 
deux périodes équivalentes 



p (A -h q w'. 




On a de même 




Pnqn^x — qnPn-x = Z\ 


pi; 



d'ailleurs 

Pnq-'qnP=q^l', d*OÙ p=Pn-.i-hpnt', q^qn-x+qn^y 

et les deux périodes précédentes deviennent 

Si de la première on retranche un multiple de la seconde , on 
les remplacera par les deux périodes équivalentes 

Pni^x W + qn-i «', 

En continuant de cette manière, on arrivera aux deux périodes 

Mais on peut toujours supposer la fraction - moindre que 

l'unité, sans quoi on aurait réduit en fraction continue la 

fraction - ; dans ce cas, on a po = O5 ^0 = * > Pi = i ^ «t les deux 

dernières périodes obtenues sont w' et w -f- q^ w' ; une dernière * 
opération les ramène à co, co\ 

Propriétés générales, 

67. Les fonctions doublement périodiques, monodromes et 
monogènes, jouissent de propriétés communes qui résultent de 
l'idée même de la double périodicité. C'est M. Liouville qui, 
le premier, a envisagé les fonctions doublement périodiques 
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SOUS ve point de vue très-élevé; il a jeté ainsi un grand jour 
sur cette matière auparavant si obscure. 

Théorème I. — Le résidu intégral de toute Jonction 
doublement périodique y monodrome et monogène y relatif à 
Faire d^un parallélogramme élémentaire^ est nul. 

M. Cauchy appelle résidu intégral d'unç fonction mono- 
drome et monogène/*(z), relatif à une aire plane donnée, la 
valeur de l'intégrale Jf[z)dz^ prise le long du contour de 
cette aire et divisée par 27:1. D'après ce qui a été dit au n® 20, 
le résidu relatif à une aire quelconque est égal à la somme des 
résidus relatifs aux aires infiniment petites qui comprennent 
les points de l'aire pour lesquels la fonction f{z) devient 
infinie. 

Nous supposons la fonction J (z) doublement périodique. 

^*e '^ Représentons les deux 

périodes par AB et AC 
- [fig' 16)5 des parallèles 
équidistantcs partage- 
ront le plan en parallé- 
logrammes dans lesquels 
la fonction reprendra pé- 
riodiquement la même 
valeur. Considérons le 
résidu intégral de la 
I ' I I fonction y (z) relatif à 

Taire du parallélogramme ABDC, et l'intégrale définie prise 
le long du contour de ce parallélogramme, parcouru dans le 
sens ABDC. La fonction/ (5;) étant la même le long des deux 
côtés opposés AB, CD du parallélogramme , il est évident que 
l'intégrale définie , prise le long de ces deux lignes, acquiert 
la même valeur ; mais, comme les côtés opposés sont parcourus 
en sens contraire, les deux portions relatives à ces côtés, dans 
l'intégrale définie , se détruisent , et de même les deux portions 
■relatives aux deux côtés opposés BD, CA. Ainsi l'intégrale dé- 
finie, prise le long du contour du parallélogramme est nulle, 
et par conséquent le résidu intégral est nul. 




PROVaiÉïÉS GÉN. DES FONCTIONS DOIBL. PÉRIODIQUES. 8l 

Ce théorème remarquable , duquel on déduit avec une 
grande facilité les plus importantes propriétés des fonctions 
doublement périodiques, a été aperçu pour la première fois 
par M. Hermile. 

68. Théorème II. — Toute fonction doublement périodi- 
que^ monodrome et nionogène, admet au moins deux infi- 
nis dans chaque parallélogramme élémentaire, 

La fonction, étant périodique, admet un premier infini 
dans chaque parallélogramme. Si elle n'avait qu'un infini 
simple z = a dans un parallélogramme, elle s'écrirait 

z — a 

(p(z) ne devenant plus infinie dans ce parallélogramme 5 le 
résidu intégral relatif à ce parallélogramme, étant égal à A, 
ne serait pas nul; il y a donc au moins un second infini. 

Cette propriété sert de base à la belle théorie des fonctions 
doublement périodiques professée par M. Liouville au Collège 
de France. 

Si la fonction doublement périodique admet deux infinis 
simples, z = a, z = j3, dans un parallélogramme, on pourra 
la mettre sous la forme 

^» > A B , . 

ç [z) ne devenant plus infinie dans ce parallélogramme; 
pour que le résidu soit nul, il faut que B = — A. Si la fonc- 
tion admet un infini double z-=^ a, on aura 

le coefficient de la fraction du premier degré étant nul. 

69. Théorème III. — Chaque parallélogramme des pé- 
riodes renferme autant de zéros que d'infinis, 

f'(z) 
Considérons la fonction -/ / » Cette fonction, qui est dou- 

blement périodique, comme la fonction proposée/" (s), n'admet 
que des infinis simples, savoir les zéros et les infinis de la fonc- 

G 
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\\ouJ{z). Eli effet, soît a un zéro de degré /; de la fonction 

J {z)i on aura 

/{z) = {z--a)Pff{z), 

la fonclioii (p (z) ne devenant ni nulle ni infinie pour z = a •, 

on en déduit 

f'M^ P , f(^) 

Ainsi la quantité a est un infini simple de la fonction 

^; ■ ' Le résidu de celte fonction , relatif à cette valeur a , est 

égal à p. 

De même, soit a un infini de degré q de la fonction y^(^), 
ou aura 

la fonction 9 (^) ne devenant ni nulle ni infinie pour z = a\ 
on en déduit 

/(z) z—a ^(z) 

Ainsi la quantité a est un infini simple de la fonction 

f \ t et le résidu correspondant est égal à — q. 

f [2.] 
Puisque la fonction ^ est doublement périodique, le ré- 
sidu intégral de cette fonction, relatif à Taire du parallélo- 
gramme, est nul^ on a donc 

2/> — 2<7 = o, 
ou 

On en conclut que, dans chaque parallélogramme, le nom- 
bre des zéros de la fonction /(«) est égal au nombre des infi- 
nis, en tenant compte du degré de chacun d'eux. 

70. Corollaire. — Désignons par n le nombre des infinis de 
la fonction /(z) dans chaque parallélogramme, le nombre des 
zéros est aussi //. La fonction y( 2) — ;/, qui a n infinis, a aussi 
n zéros: ceci montre que, dans chaque parallélogramme, 
la fonction /(z) passe n fois par une valeur quelconque u. 
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11 résulte de ce qui précède que Ton peut caractériser Tordre 
d'une fonction doublement périodique par le nombre de ses 
infinis dans chaque parallélogramme, puisque ce nombre in- 
dique combien de fois la fonction passe par chaque valeur. 
L'ordre est au moins égal à deux. Les fonctions doublement 
périodiques, provenant des équations différentielles que nous 
avons étudiées dans le chapitre précédent ^ sont du second 
ordre. 

71 . Théorème IV. — La somme des n valeurs de la variai 
ble qui, dans un même parallélogramme^ correspondent a 
une même valeur de la fonction doublement périoddque 
d^ordre «, est constante. 

Appelons ^1, <2îv»*9 ^n'> les n valeurs de z qui, dans un 
même parallélogramme, correspondent à la même valeur u de 
la fonction doublement périodique u=:if[z)^ et posons 

d'où 

d^ dzy dz2 dz^ 

du du du ' du 

A chaque valeur de m, finie ou infinie, correspond une valeur 
finie de ^, augmentée de multiples des périodes, et une seule . 

valeur du coefficient différentiel — r qui peut être regardé 

comme une fonction de m, monodrome et monogène. Celle 
fonction ne peut devenir infinie pour aucune valeur de u finie 

ou infinie; car, si — devenait infinie pour u = «, on aurait, 

en vertu du théorème 111 (n** 36), 

d^ __ y(«) 

du [u — a)P 

et t, deviendrait infinie, ce qui est impossible. La fonction 

— ne devenant pas infinie, est une constante; de plus, celle 

constante est nulle, sans quoi on. aurait ^ = Ai/ 4- B. Donc la 
quantité ^ est elle-même une constante. 

G. 
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72, Théorème V. — // existe une fonction doublement pe- 
riodique du second ordre, monodrome et monogène y ayant 
deux périodes données tù et co', deux infinis donnés a et j3 et 
deux zéros donnés satisfaisant à la condition ot -\-S^a-+' b. 

Proposons-nous d'abord de former une fonction doublement 
périodique du second ordre, aux deux périodes o) et w', et ad- 
mettant deux infinis donnés a et |3. 

Considérons la double série 

(•) -^('^^ 2 -W «+p ' A TIT-p' 

^^__^ CCS \Z H- //? W — COS TT !- 

que l'on prolonge indéfiniment à droite et à gauche, en don-- 
nant à m toutes les valeurs entières depuis o à -f- oo et depuis 
— là — 00 . 

Nous commencerons par démontrer que cette double série 
est convergente. Désignons par p = r + 5z le rapport imagi- 
naire des périodes —5 et pour fixer les idées, supposons s ^ o. 

En remplaçant les cosinus par des exponentielles, le terme gé- 
néral de la série devient 



2w/ a4-/3\ . .37r/ aH-/3\. a —S . a -—/S . 

Si w est positif et très-grand, on écrira ce terme sous la forme 
suivante : 



le »e 



Ttûl — [z i-)i 



2m 



. 27r/ a-»-/3\ f . 37r/ «-1-/3 \ . a— /5 . «"^/^ .."1 



Le module du facteur e*'"'^''', étant égal à e-*"*^', est très-petit ; 
le dénominateur est sensiblement égal à l'unité. La racine 
^j^ième ^^ terme général est donc sensiblement égale à 

c'est-à-dire à e*^'^', dont le module est e~^^\ Ainsi, quand m 
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augmente iiidéliniment, la racine m'^""" du terme général tend 
vers une limite dont le module est moindre que Tunité, et par 
conséquent la série, prolongée vers la droite, est convergente. 
Si m est négatif et très-grand, on changera le signe de /w, et 
l'on arrivera à la même limite e^'^P\ 

La. série (i), étant convergente dans les deux sens, définit une 
fonction de z. Cette fonction est monodrome, puisque chaque 
terme n'a qu'une valeur pour chaque valeur de z. Il est aisé de 
voir qu'elle est doublement périodique. D'abord, chaque terme 
reprenant la même valeur, quand z augmente de w, la fonction 
admet la première période w. Si z augmente de w', le premier 
terme devient égal au second, le second au troisième, etc., en 
un mot tous les termes marchent d^un rang vers la droite 5 puis- 
que la série est convergente dans les deux sens, la somme ne 
change pas *, ainsi la fonction admet la seconde période w'. 

Le premier terme, celui qui correspond à w = o, devient 
infini pour les deux valeurs z = a, z = j3, que Ton peut aug- 
menter d'un mul ti pie quel conque de ot); le terme, qui correspond 
à m =r — I , devien-t infini pour les deux valeurs 2: === a -h w', 
z = |3 -h 0)', que Ton peut augmenter de même d'un multiple 
quelconque de co, et ainsi de suite. La fonction admet donc les 
deux infinis ^ ^ a, z ^ j3. 

73. 11 reste maintenant à faire voir que la fonction estmo- 
nogène. Nous nous servirons pour cela d'un lemme que nous 
allons démontrer. 

Soi t 

une fonction définie par une série convergente , dont cha((ue 
terme est une fonction monodrome et monogène de la va- 
riable z dans une certaine portion du plan 5 si la série 

?(*) = «« -f-«; -H«'j 4-.. . , 

obtenue en prenant la dérivée de chaque terme, est conver- 
gente, elle définit une fonction 9 (^) qui est la dérivée de la 
fonction proposée y (.z), quelle que soit la direction du dépla- 
cement. Supposons que Ton intègre depuis a jusqu'à z^ le Ion 
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d'une ligne comprise dans la portion de plan considérée , on 
aura 

a Ja Ja 

puisque u^ est la dérivée de la fonction monodromc et mono- 
gène Mo) on a 

/ «;</« = II. — (il.}., 

et de même pour les autres termes ; on a donc 



X 



^{z)dz^f{z)^f{a). 



Imaginons que z se déplace d'une quantité très-petite dans une 
direction quelconque, il viendra 

d'où 

lim ^4^ = T («)• 

Ainsi la fonction f [z) admet pour dérivée 9(^), quelle que 
soit la direction du déplacement; c^est donc une fonction mo- 
nogène. 

Revenons maintenant k la série (i) ', en prenant la dérivée de 
chaque terme on forme la nouvelle série 

»!=-«> ^'^ .271/ a+6 , 

^ — • sin — [z ^-h/w« 

™=_„[C0S— (^« _Jl+;„„'j_C08„--ilJ 

convergente comme la première. Car, si m est très-grand posi- 
tif, le terme général s'écrira 

0) •- -• 

6 étant très-petit \ la racine m'*"'* aura pour limite e"^/'*-, dont 
]e module é^ ^'^^ est moindre que l'unité \ donc la série (2) est 
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convergente. En verlu du principe que nous avons établi, la 
fonction ç [z) qu'elle définit, est la dérivée de fonction y* ( z ) , 
quelle que soit la direction du déplacement ; ceci prouve que 
la fonction/* (^) est monogène. 

74. En résumé, la série (i) définit une fonctiony^(2 ) dou- 
blement périodique, monodrome et monogène, admettant les 
deux périodes données &) et (ù\ et les deux infinis donnés a 

et j3. 

La fonction 

A[/(*)-/(«)] 

sera aussi doublement périodique, aux mêmes périodes o) et o/; 
elle admettra les mêmes infinis a et ]3 ^ elle admet de plus le zéro 
donné û, et par suite un second zéro i, tel que a -H /3^ a -h h. 
Il y a encore un facteur A arbitraire que Ton pourra détermi- 
ner par la condition que la fonction prenne une valeur donnée 
pour une valeur donnée de z. 

A Faide d*une fonction doublement périodique /(z) du se- 
cond ordre, telle que celle que nous venons de former, il est 
facile d'obtenir une autre fonction doublement périodique du 
second ordre (f {z)^ ayant les mêmes périodes w et o/, mais 
d*autres infinis a', [3', et d'autres zéros a', b\ 

Considérons en effet l'expression 

le numérateur devient infini pour les deux valeurs z=:(x — et 
« = (3 — 0, dont la somme est a -h (3 — 2 0*, maïs, comme le dé- 
nominateur admet aussi ces deux infinis, la fraction conserve 
une valeur finie. Les deux valeurs z = a', z = a-f- j3 — 20 — «', 
annulant le dénominateur, rendent infinie la fraction ; si donc 
on pose 

a 4- p — 2 G — a' = p', 

d'où 

2 2 

la fraction admettra les deux infinis simples a' cl /5'. Le lunnc- 
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rateur devient nul pour z = a' et aussi pour z =r i', à cause 
de la relation a' 4- (3' = a' 4- //. 

75. Théorème VI. — // existe une fonction doublement 
périodique, monodrome et monogène, d'ordre n, ayant deux 
périodes données w et w', n infinis donnes «j, a,, . . . , a„ et 
n zéros donnés «i, fli , . . . , a„, satisfaisant à la condition 

(4) «1 -h «j -h , . . -f- OLa^ ûfi -H «i -h . . . -h «n. 

Nous pouvons former d'abord une fonction doublement 
périodique du second ordre, aux périodes w et o)', admettant 
les deux infinis «i, a,, le zéro a, et un second zéro a',, tel que 
la relation «j -+- a, = a, -4- a, soit vérifiée ; désignons cette 
fonction par («j, a,, «j, «',). Formons ensuite une deuxième 
fonction aux mêmes périodes (o et ot)', admettant les deux infinis 
a\ , «3, le zéro ^2, et un second zéro à^ , tel que a , 4- «s = ûfj -1- û', , 
et ainsi de suite \ enfin une dernière fonction admettant les 
deux infinis a„.j, a„, le zéro fl„,i, et un second zéro ^'„«i, tel 
que a„_, -\- oiJ^z=. a„_i -h a'„_i. Considérons le produit de toutes 
ces fonctions 

(5) I ï^(2)=A.(a,,a„a„û',)X(«,,a3, ^2,«',)X(«',,a4,ûf3,OX•- 
( X («n-2, a„, ^„_,, fl'„_,) ; 

ce sera aussi une fonction doublement périodique, aux périodes 
w et 0)'. La valeur z = a\j annulant le premier facteur, et ren- 
dant infini le second, n'est ni un zéro, ni un infini^ de même 
la valeur z = a\^ qui annule le second facteur et rend infini le 
troisième, etc. Ainsi la fonction F (^) admet les n infinis don- 
nés (Xi, «sv**) ^'o c^ l^î» ^ zéros «1, «2,..., «n_i, «n-i» Si Ion 
ajoute les relations 

a, 4- aj=r rt, -h a\ , 



rt„_2 4- cr.„=^ fn~l 4- fln-lj 

il vient 
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En vertu de la relation (4), on a r/^^i ^ /?„. La fonction F {z) 
admet donc aussi les n zéros donnés. 

Il résulte d'ailleurs du théorème V (39), que deux fonc- 
tions doublement périodiques, qui admettent dans un parallé- 
logramme les mêmes infinis et les mêmes zéros, sont égalera 
un facteur constant près. La fonction F(z) que nous venons de 
former, et qui contient le facteur arbitraire A, est la seule qui 
satisfasse aux conditions énoncées. 

Les fonctions du second ordre qui entrent dans la composi- 
tion de la fonction F (z), ayant toutes les mêmes périodes, 
peuvent être exprimées, comme nous l'avons dit, au moyen 
d'une même fonction du second ordre/ [z) aux mêmes périodes, 
et l'on aura 

en posant 



e,=î+i-^li+i^, ô, = 9, + fin±, ,^=6,+ ^2JZ^.,.. 



•< 



■ t 



76. Théorème VIL — Deux Jonctions doublement pério- 
digues, monodromes et monogènes, d'ordre fini, et dont les 
parallélogrammes élémentaires, formés d*une manière con- 
venable^ sont des parties aliq notes d'un même parallélo- 
gramme^ sont fonctions algébriques l'une de fautre. 

Soient w et v» deux fonctions de z doublement périodiques, 
monodromes et monogènes, d'ordres n et n\ et dont les paral- 
lélogrammes élémentaires sont contenus p fois et p^ fois dans 
un même grand parallélogramme. A une même valeur de u 
correspondent dans chaque grand parallélogramme np va- 
leurs de 2: ;, les points homologues dans les divers parallélo- 
grammes donnant une seule valeur de p', il eu résulte qu'à une 
valeur de n rorrespoudent np valeurs de m. De même, à 
une valeur de v correspondent «'// valeurs de u. On en conclut 
que les deux fondions // cl i' sont liées entre elles par une 
équation algébrique enlièir,(lu degré //'// par rapport à //, et 
du degré np pai' lapporl à r. 
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77. Corollaire I. — Appliquons ce théorème à la recheiclie 
de la relation qui existe entre la fonction doublement pério- 
dique M=y(z) et sa dérivée i/=y (z). La dérivée est une 
fonction doublement périodique ayant les mêmes périodes que 
la fonction proposée. Elle admet les mêmes infinis, le degré 
de chacun d'eux étant élevé d'une unité ; si donc on désigne 
par n Tordre de la fonction u^ Tordre n' de la fonction ul sera 
au moins égal à /t + i et au pins égal à 2n. Ainsi la fonction 
u et sa dérivée U sont liées par une équation algébrique en- 
tière , du degré n par rapport à v!^ et du degrç n! par rapport 
à 14. 

Soit 

( 7 ) Uo «'" -H U, 1*''^' + U, a'»-» -^f-... 4- Un = o 

celte équation ordonnée par rapport aux puissances décrois- 
santes de u', La fonction n' ne devenant infinie pour aucune va- 
leur finie de u , le premier coefficient Uo est égal à l'unité. A une 
même valeur de u correspondent n valeurs de z dont la somme 

est constante (71 ), et, par suite, n valeurs de — ou de -7 dont la 

somme est nulle; il en résulte que T avant-dernier coefficient 
U„_, est égal à zéro. 

Cette liaison algébrique entre une fonction doublement 
périodique quelconque et sa dérivée a été remarquée par 
M. Méray, élève de l'Ecole Normale. 

78, Corollaire IL — Les fonctions doublement périodiques 
les plus simples sont celles du second ordre. Dans ce cas Té- 
quation (7) se réduit à 

(8) m''4-U,==o, 

Us étant un polynôme en n du troisième ou du quatrième de- 
gré. Ainsi toute fonction doublement périodique du second 
ordre satisfait à une équation différentielle du genre do celles 
que nous avons étudiées dans le chapitre précédent. 

Il y a deux cas à distinguer : 1". Lorsque la fonction u=:f(^z) 
a deux infinis simples a et (3, dont nous désignerons la somme 
par 5, la dérivée //, ayant deux infinis doubles, est iine fonc- 
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tion doublement périodique du quatrième ordre, et le poly- 
nôme Uj est du quatrième degré. Il est facile de former ce po- 
lynôme ; la fonction u reprenant la même valeur dans chaque 
parallélogramme pour deux valeurs de z, dont la somme est 
égale à la quantité s augmentée de multiples des périodes, on a 

/(z)=/{s^z), 
eiy par suite, 

/'iz)=-/'(s~z). 

Si Pon fait 2 = -? il vient 

2 

ce qui ne peut avoir lieu que sif^l-) est nulle ou infinie ^ 
mais/' (-j n'est pas infinie , puisque - difïère des deux infi- 
nir, a et j3 ^ donc ^'M - j = o. Si Ton remplace z par chacune 
des valeurs — | — » — | > — | 5 on a de même 



2 2 2 2 2 



Ainsi la fonction «' admet les quatre zéros -? — I — ? - H , 

^ 22222 

— I (jn a donc 

„..L[.-/(i)][.-/(i..)][,.-.(i4)][.-,(i.--±.')] 

2°. Lorsque la fonction 11 admet un infini double a, la déri- 
vée u', ayant un infini triple, est du troisième ordre, et le polv- 
nômc U2 du troisième degré. La somme constante s étant égale 
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à 2a, la fonction li admet les trois zéios cl -\ — ? a + — ? 

2 2 

OL -I , et 1 on a 



(lo) «''=A |^«--/^aH-^^]|^a-/^« + ^)] [«-/(« 



w-f- w 
2 



Chacun des facteurs qui composent les expressions (9) et (10) 
admet un zéro double. 

78. Théorème VIII. — Une fonction doublement pério- 
dique, de Tordre /i, s'exprime rationnellement au moyen 
d*une Jonction du second ordre aux mêmes périodes, et de 
sa déris^ée. 

Proposons-nous maintenant d'exprimer une fonction dou- 
blement périodique v^ de l'ordre «, au moyen d'une fonction 
doublement périodique u du second ordre, à deux infinis sim- 
ples a et (3, et aux mêmes périodes. Les deux fonctions sont 
liées par une équation 

(il) Lp^ — 2Mi'-4- P = o, 

du second degré par rapport à ^^ et du degré n par rapport à u. 

Si l'on pose 

M + (v 

ceUe équation devient 

(12) w'' — (M' — LP) = o. 

La fonction w est une fonction monodrome doublement péiio- 
dique par rapport à z^ comme la fonction m. A chaque valeur 
de u correspondent, dans un même parallélogramme, deux va- 
leurs z^ et -2î de ^ , lesquelles donnent pour ii! deux valeurs 
égales et de signes contraires , et de même pour w. Ainsi le quo- 
tient ~ est monodrome par rapport à u. Nous avons vu que la 



- . / - , , s s tù s Uï s w-f-w' 

lonclion II admel les quatre zéros -» - H — > — I ? — I ; 

* 322222 2 

la fonction w admet aussi ces quatre zéros. D'un autre côlé, 
Téqualion (12) ayant son premier coefficient égal à l'unité, la 
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fonction w ne devient infinie pour aucune valeur finie de w. 
Le quotient —> monodrome par rapport à u et ne devenant in- 
fini pour aucune valeur finie de m, est donc une fonction entière 
de u (n°40)', cette fonction est du degré n — 2. Si nous la 
désignons par N, nous aurons la formule 

(i3) P= ,. 

dans laquelle L, M, N représentent des polynômes entiers 
en M 5 les deux premiers du degré /i au plus, le troisième du 
degré n — 2. 

Cette proposition très-importante est due à M. Liouville, 
qui l'a démontrée par d'autres considérations. 

79. Remarques, — Le dénominateur L de l'expression (i3) est 
en général du degré n\ il sera nul pour « valeurs de w, et^ par 
suite, pour 2/2 valeurs de z dans chaque parallélogramme. 
Parmi ces in zéros du dénominateur, n sont les infinis de la 
fonction p', n annulent aussi le numérateur, et par conséquent 
se détruisent. Le numérateur admet aussi 7,n zéros, savoir les 
n dont nous venons de parler et qui lui sont communs avec le 
dénominateur, et, en outre, les n zéros de la fonction u. 

Si neslpair, et que, déplus, les infinis de la fonction p», grou- 
pés deux à deux d'une manière convenable, présentent une 
somme constante et égale à la somme s des deux infinis de la 
fonction m, il est clair que le dénominateur L se réduira au 

degré -*, car les deux zéros de chacun des facteurs du dénomi- 



n 
2 
nateur seront des infinis de la fonction p». 



80. Désignons pary (2) la fonction u et par F (2) la fonc- 
tion i^. Nous savons que 

d'où 

/'[s-i) = -f'[z). 

Si, dans l'expression 
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on remplace z par s — z,/\\ vient 

Supposons que la fonction F (z) jouisse de la même propriété 
que la fonction f{z), c est-à-dire que ¥ [s — «) = F (z), la 
comparaison des équations précédentes montre que N = o; 
dans ce cas, on a 

F{.) = ^, 

et la fonction v est rationnelle en «. 

Supposons au contraire F{5 — z)= — F(z); dans ce cas , 
on a M = o, et 

Ces dernières remarques ont été faites par M. Liouville. 

81. Théorème IX. — Lorsqu'une fonction monodrome et 
monogène a ses infinis et ses zéros disposés par groupes égaux 
et équidistants suii^ant deux directions différentes , et que ^ 
dans chaque groupe , le nombre des zéros est le même que 
celui des infinis, et la somme des zéros la même que celle des 
infinis y la fonction est doublement périodique. 

Nous avons fait voir (n^75) comment, avec une fonction 
monodrome doublement périodiquey(2) à deux infinis, on peut 
former une fonction doublement périodique F(z), ayant les 
mêmes périodes, un nombre quelconque d'infinis et un pareil 
nombre de zéros donnés, pourvu que la somme des zéros égale 
celle des infinis. 

Il existe donc une fonction doublement périodique F(z) 
ayant les infinis et les zéros de la fonction proposée; le rap- 
port de ces deux fonctions étant constant, on en conclut que 
la fonction proposée est elle-même doublement périodique. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA FONCTION X. 



82. Dans le livre précédent, nous avons indiqué une méthode 
pour étudier les fonctions définies par les équations différen- 
tielles; en appliquant cette méthode, nous avons vu que l'é- 
quation différentielle 

^= V/G (il — «) (tt ~ ^) {a — c){u — d) 
dz 

engendre une fonction monodrome doublement périodique du 
second ordre. 

On donne le nom Ae Jonction elliptique à la fonction défi- 
nie par Téquation différentielle 

^ = ^v/(i~a')(i-^'«»), 

dans laquelle g et A sont deux paramètres arbitraires. On 
suppose que pour z = o la fonction a la valeur initiale m = o 
et le radical la valeur -hi. Kous désignerons par la lettre / 
la fonction monodrome doublement périodique du second 
ordre définie par cette équation, et, pour abréger, nous repré- 
senterons le radical par Ai/. 

83. La forme particulière du polynôme du quatrième degré 
placé sous le radical donne à la fonction elliptique certaines 
propriétés remarquables que nous allons énumérer. 

On voit d'abord que la fonclion X est impaire 5 car si Ton 
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fait varier u dans deux directions opposées, rinlégrale définie 

" du 



Jo s ' 



o 8^" 
acquiert des valeurs égales et de signes contraires ^ on a donc 

84. Les quatre racines du polynôme placé sous le radical 
Fig. 17. , ^ 

sont +i,_i,-t- j, _--. 

à ces racines correspondent 
les quatre points a, è, c, cl 

{fis- '7)' ^-^^ deux périodes 
/.\___ sontw=A — C et o/=B — A. 
Puisque C = — A, on a 




\^x 



a\jiya" X 



(û 



= 2 A 



Jo ë^^^ 



cette intégrale étant prise suivant le chemin rectiligne O a. 

Pour évaluer la seconde période gi)'= B — A , il faut parcou- 
rir successivement les deux contours (B) H- (A). Ce double 
contour équivaut en signe contraire au contour fermé 

Qa' a'' a,b,b'b" b,a,a'0', 

à cause des deux changements de signe, le radical reprend en 
a! la même valeur, de sorte que les deux portions rcclilignes 
O a' et a' O se détruisent; l'intégrale se réduit à la droite a^ ij, 
parcourue dans un sens et dans l'autre avec des signes con- 
traires ; on a donc 



w 



--Î. 



du 



cette intégrale étant prise suivant le chemin rectiligne ah, 

85. Les deux valeurs de z qui , dans chaque parallélogramme, 
correspondent à une même valeur de u sont, abstraction faite 

des périodes, z et A ^ i, ou,- — 2, dont la somme est con- 
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^ W 



slaute et égale à — On en déduit cette relation 



li -~z 



aussi 



et, par suite, 

(a) X^^+zj = _>(»). 

La fonction admet les deux zéros simples ^ = o, ir = -• On a 

^ 2 

;i X( y I = I, puisqu'en faisant varier li de o à i en ligne 

droite, l'intégrale définie z acquiert la valeur y On voit par là 

que, relativement à la première période w, la fonction A (z) 
jouit de propriétés analogues à celles de la fonction simplement 

périodique 5m • 

86. Cherchons maintenant les deux infinis. Supposons que 
la variable u^ partant de û 1= o, s'éloigne à l'infini suivant un 
chemin quelconque, on obtiendra une valeur finie de z , 



/* du 
, 



Posons 



I — w" 



I — k^ u" ' 
il vient 



^ du' 



Or, rien n'empêche de supposer le chemin suivi par la varia- 
ble u tel que le chemin correspondant suivi par la variable u* 



w' 



soit rectiligne^ on a donc a = — Un second chemin allant 
de M = o à M = oo donnera a, c'est-à-dire — ou 



2 
2 



— Les autres chemins conduisent aux mêmes valeurs, 

22 ' 
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augmentées ou diminuées de multiples des périodes. Ainsi ,^ 
Fig. 18. dans chaque parallélogramme, la 

fonction ^ (z) admet les deux in- 
finis simples 

»' w -f- »' 

z= — î z = • 

2 2 

La figure (18) indique la dis- 
tribution des zéros et des infinis 
dans le plan relatif à la variable z \ 
les points ronds se rapportent aux zéros, les étoiles aux infinis. 

87. Posons 

«' , 1 

2 X"P 

la nouvelle fonction i^ satisfait à Téquation différentielle 

(2) ^ = -g'V^(i-*^')(i->f'^'), 

et s'évanouit pour z^=o, la valeur initiale du radical poui 
z' = o étant zp i . On a donc 

suivant le signe du radical, ce qui donne la relation 



\2^ ) k\(z\ 



) 

Si dans celte relation on fait 
il vient 

Il est facile de déterminer le signe; on sait qu'à la valeur m = y? 

par Tintégration rectiligne suivant O ft, correspond la valeur 

B w «' 1 

2=- = -7H ,ona donc 

24^ 



6) ùi^ 



^'râ;-r i 



DE LA FONCTION X. gg 

.ce qui nous apprend que dans Téqualion (2) le radical a la 

valeur initiale —1, et par suite la dérivée -^ la valeur ini- 

az 

tiale -h I . On en conclut la relation importante 

qui n'a pas son analogue dans le sinus^ mais dans la tangente. 

88. En résumant ce qui précède, on voit que la fonction el- 
liptique, définie par l'équation (i), est une fonction mono- 
drome doublement périodique impaire^ ayant pour périodes 

I 
, f' du , r'^ du 

Elle admet dans chaque parallélogramme deux zéros z = 
z'= -t et deux infinis simples z = ^j z = ^ ; elle passe 

deux fois par chaque valeur, et les deux valeurs Se z, qui corres- 
pondent à une même valeur de la fonction, présentent une somme 

constante et égale à — Elle jouit des propriétés suivantes : 



U^ + z 






Mï =,. u%^^\=^i. 



On a d'ailleurs 



4 

89. On peut obtenir ces résultats d'une autre manière. 
Désignons par w et w', non plus les deux périodes considérées 
précédemment, mais deux périodes formant un parallélo- 
gramme élémentaire quelconque. Si dans Téquation 

on remplacera variable par l'une des valeurs o, - j — , ^"^^ , 

22 2 
on a 



i 
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ce qui montre que ces quatre valeurs rendent la fonction A 
nulle ou infinie. Comme la fonction s ^évanouit avec la variable, 
^ = o sera un premier zéro ^ nous pouvons admettre que le 

second zéro est- j ce qui revient à appeler première période le 
double du second zéro ; car si le second zéro était » rien 

' 2 

n'empêcherait de changer dé périodes, et de prendre pour pé- 
riodes nouvelles Wj = w -f- ci)', w', = w'. Les deux infinis seront 

, u>' w -f- w' 

alors — et • 

2 2 

La somme constante des deux valeurs de z qui, dans un. 
même parallélogramme, correspondent à une même valeur de 

la fonction, étant ici --ï on a 

2 



On en déduit 



M~-) = MO- 



V(^_z)=-V(.), 



et, parsuitC) 



'■'"*=-Kî)' Ki*T)=->'(i + T 



tù 

.4 



La fonction paire A'(«) admet donc les quatre zéros ± -jt 

ï! -^ ÎL \ . Mais on yoit sur Téquation différentielle (i) que 
la dérivée s'annule quand la fonction X est égale à d= i ou à 
ih -. On peut toujours supposer 

ri 

car, si Ton avait, au contraire, 

il suffirait de changer les périodes et de prendre pour périodes 
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nouvelles Wi = c«) -h 2 w', (ù\ = w', ce qui ne changerait rien 
d'ailleurs à la disposition des zéros et des infinis. 

Les infinis de la fonction X (z) étant respectivement égaux 
aux zéros, augmentés de la quantité constante — ^ on voit que 

les valeui^s de 2, qui rendent la fonction il h z \ infinie, 

sont celles qui annulent X (z), et réciproquement. Les deux 

fonctions X 1 h-^lî rr— 7) ayant les mêmes zéros et les 

mêmes infinis, sont dans un rapport constant; on a donc 



' ^ A 



U^-hs 



2 ' / >(«) 

Si Ton fait z = -?» il vient A = Y> et Ton obtient ainsi la 

4 ^ 

relation 



-k --+-3 = 



kl{z) 

90. Il importe de remarquer la manière doul on a choisi les 
périodes de la fonction elliptique X (z). On n'^a pas pris un 
parallélogramme élémentaire quelconque, mais un parallélo- 
graoïme tel que Ton ait 



(w\ /« «' \ I 



Les propriétés que nous avons démontrées se rapportent à ce 
système particulier de périodes^ auxquelles nous, donnerons, 
pour les distinguer des autres, le nom de périodes elliptiques. 
Toutefois, à une même fonction X (z ) correspondent une infi- 
nité de systèmes de périodes elliptiques données par les formules 

«i = (4 /w 4- 1) w -h 4 ''**'» 
« , = 2 //î' w 4- ( 2 «' -f- I ) «' ,^ 

dans lesquelles w, /i, /r/, /i' désignent des nombres entiers as- 
sujettis à la relation 
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relation que l'on peut mettre sous la forme 

(4//i-+-i)/ï' — 4/i//i'-f-^^ rri-=o. 

On peut prendre à volonté les deux nombres m ei n^ pourvu 
que les- deux nombres 4 ''i 4- i et /i soient premiers entre eux ; 
Téquation précédente indéterminée admettra une infinité de 
solutions entières des inconnues m! et n' , 

Le signe de la première période ot) est déterminé par la con- 
dition X iy\ = 4- I , mais celui de la seconde période w' reste 
arbitraire. 

91 . L^équatîon (i), par laquelle n,ous ayons défini la fonc- 
tion )., renferme deux paramètres arbitraires g et /r, et Ton con- 
çoit que les deux p^iodes &> et co', qui s'en déduisent, puissent 
recevoir toutes les valeurs possibles ; nous désignerons cette 
fb^ctio,n par le signe 1 (r, g', Ar), indiquant ainsi les deux pa- 
ramètres g et A, dopt elle dépend. 

Maison peut ramener la question au cas où^= i \ l'équa- 
lion différentielle 



du 



ne renferme plus alors qu'un seul paramètre /r, auquel on. 
donne le nom de module ; la fonction elliptique qu'elle définit 
sera représentée par le symbole X (2, i , A), ou plus simplement 
À (z, ft), en sous-en tendant le premier paramètre qui est égal; 
à l'unité. L'équation (1) pouvant se mettre sous la forme 

du 



à{gz) 
on voit que 



= \/(»~^')(«-~^'«')> 



(4) A, 3,^, /)= A(^rz, /-). 

Si Ton appelle o) ot w' les deux périodes de la fonction 

r 

X (^, fc), celles de la fonetiou À [gz^ h) serpnt - et — ; ainsi 
quand on change la valeur du paramètre g, les deux périodcvS 
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varienl dans le même rapport. li résulte de là que la valeur du 
module k ne dépend que du rapport des périodes^ après avoir 
déterminé ce module de manière que le rapport des périodes 
de la fonction X (z, k) ait une valeur donnée, il sera facile 
ensuite de choisir le paramètre g de manière que la fonction 
X [gz, A), admette deux périodes données. 

Autre définition de la fonction 1, 

92. D'après ce que nous avons dit dans le chapitre IV dû 
livre II sur Texistence des fonctions doublement périodiques, 
on peut concevoir la fonction elliptique X(z), non plus comme 
définie par une équation différentielle, mais comme une fonc- 
tion mouodrome et monogène doublement périodique du se- 
cond ordre jouissant de propriétés particulières. Nous savons 
(n° 72) qu'il existe une fonction doublement périodique du 
second ordre ayant deux périodes données, deux zéros et deux 
infinis donnés, pourvu que la somme des infinis ^ale celle 
des zéros; nous savons aussi que cette fonction est complète- 
ment déterminée à un facteur constant près. Que Ton imagine 
une fonctiony(z) du second ordre aux deux périodes w et w'. 



admettant les deux zéros o et -> les deux infinis — et ^t 

2 . 2 2 

et devenant égale à Funité pour z = j (ce qui détermine le 

facteur constant) ; cette fonction sera la fonction ellipti- 
que A. 

Nous remarquons d*ahord que cette fonction est impaire; 
car les deux fonctions /*(2), f[ — ^), ayant les mêmes zéros et 
les mêmes infinis, sont dans un rapport constant; on a donc 

/(_î) = C/(*), 
ou 

— z z '^ 

si Ton fait tendre z vers zéro, il vient 

/'(a) = -C/'(o). 



d' ■ 



ou 
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et, par suite, 

/(-z) = -/(z).. 

Il en résulte 

93. Il est aisé de voir ensuite qu'une pareille fonction satis-^. 
fait bien à F^qus^tion difTérentielle qui nous a servi a définir 
la fonction i, Nous avons démontré en effet (n** 77) que toute 
fonction doublement périodique, monodrome et monogène du^ 
second ordre, vérifie Téquation différentielle 

-■•■=» [/(■' -/(î)] [/î" -/ (î - î)] 

Ici, la sommes étant égale à "^ et la fonction impaire, on a. 

^fâ=^(i)=-.4^"i)=^(-i)=-' 

si l'on pose 



il vient. 



• 



/ --+- 



s w -+- &>' 



• # ■ I _ I »i — _^__ ■ . — , 



2 2 / A- 

et l'équation différentielle se réduit à la forn^e 



CHAPITRE II 

DE LA FONCTION fX, 



94. De la fonction X on déduit quelques autres fonctions 
doublement périodiques du second ordre. L'une, que nous, 
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désignerons par la lettre |x, est donnée par Técjuation finie 

à laquelle on joint la condition initiale fx (o) = i . 

La fonction p. n'est pas monodrome par rapport à ^, mais 
elle l'est par rapport à z. En effet, c'est dans le voisinage des 

valeurs z =di j^ pour lesquelles X = ± i, qu elle pourrait 

acquérir des valeurs multiples*, posons 

z = - 4- 2', 

4 

nous aurons, en développant en série convergente pour les 
valeurs suffisamment petites de z\ 

>(~4-z'j =1-4- az'^ -f- bz'* -f- . . . ; 

la série ne contient que des puissances paires de z\ puisque 

»(i--)=Ki-')^ 

il en résulte, en substituant, un résultat de la forme 

donc la fonction [^(z) reste monodrome dans le voisinage de 
2 = y II en est de même dans le voisinage de la valeur 

La fonction pourrait encore cesser d'être monodrome, quand 

1 devient infinie, ce qui a lieu pour z=-'-ouz=: • 

Posons 

/ 

3 = — -h Z' J 
2 

il vient 



' ..^^^ ,A_\/-'^-^"^M*'). 



ii-')-jm' ••(r-) = 



A\(z') 
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la fonction fx devient infinie pour ^ = — ; mais elle reste mo- 

nodrome autour de ce point. Il résulte de li^ que la fonction [x 
est monodrome pour toutes les valeurs de la variable z, 

95. La fonction p est paire. En effet, si Ton fait marcher z, 
à partir de Forigine, suivant deux lignes opposées, la fonc7 
tion ii{z) prendra aux points correspondants ^ et — z, deux 
valeurs égales , ou deux valeurs égales et de signes contraires ; 
quand z parcourt un premier élément de part et d'autre de 
l'origine, les deux valeurs de /^(-s), différant très-peu de 
fx(o) ou de -h I, seront de même signe, et par conséquent ri- 
goureusement égales ^ il en sera de même tout le long des deux 
courbes. A la vérité, le raisonnement serait en défaut si les 

courbes passaient par les points z =z zizji pour lesquels 

ju (z ) =r o ; mais on pourra toujours éviter ces points, et, comme 
la fonction est monodrome, la conclusion est générale. On a 
donc la relation 

(2) p(— 2) = ^(z). 

96. Cherchons les périodes de celte fonction : nous avons. 



trouve 



donc 



p I ^ -f- 2M — 3' vT+bT^ 



4 

ce qui, donne la relation 



f*(7-+-^')==-p(j-'')'' 



(3) ftl ^-+-z) =^p(— 2)= — p(2). 



En ajoutant - uhc seconde fois, on aura 

0) est une première période. 

Nous avons trouvé d'autre part 



IX \ H z 



1 j ' k\[z') 
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il en résullo 
pu 

(4) |x(w'-|-z)=.— ^(z); 

de sorte que w' u'esl pas ici la seconde période, comme pour 
'}a fonction A. Mais, si Ton ajoute -9 on a 

la seconde période est — \- lil . 

ï^'aire du parallélogramme construit sur les deux périodes 

do , — h oi>' de la fonction p est égale à celle du parallélogramme 

construit sur les deux périodes &) et co' de la fonction \* En 
effet, portons, à partir de Torigine, deux quantités géométri- 
ques Oa, 0& égales respectivement aux deux périodes o), co', 
le parallélogranaxne relatif à la fonction i sera Oach {Jîg, 19). 

ta quantité w' H est figurée par la droite ort qui va de l'ori- 

y. gine au milieu d de bc^ 

de sorte que le parallélo- 
X y/ X t/x t/ gramme relatif à la fonction 

fx est O aed. Ces deux paral- 

ht .d/ic e/f / lélogrammes ont leurs aires 

X ;//C l/x 1/ / égales. Ainsi les périodes de 

^ — > ^; « . • Jf ' !- la fonction |u partagent le 

plan en parties de même 
grandeur que celles de la fonction X, mais d'une manière diffé- 
rente. Si Ton avait pris 2w' pour seconde période de la fonc- 
tion |tjt, on aurait eu un parallélogramme deux fois trop grand. 

97. La fonction /7. admet deux zéros et deux infinis dans 
chaque parallélogramme. Les deux zéros vsont 
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les deux infinis sont ceux de la fonction ^ (^), savoir 



«' w -f- «' 

Z .= — ) « = \ 

2 2 



mais ce dernier, par la soustraction d'une période - -h w', peut: 



s écrire -t = • 



Nous avons indiqué sur la figure les zéros de la fonction p 
p£(r des points ronds, les infinis par des petites croix. Les deux 

périodes w et - -i- o)' constituent un parallélogramme élémen- 

taire, puisque ce parallélogramme ne renferme que deux 
infinis et deux zéros. En résumé la fonction /ix, définie par 
Téquatîon (i) , est une fonction monodrome paire double- 
ment périodique du second ordre ^ elle jouit de propriétés 

analogues à celles de la fonction cos 9 relativement à la pre-. 

mière période w. 

Comme on a fjt ( — 2 ) = jut ( z ) , la somme des deux valeurs 
de z qui, dans chaque parallélogramme, donnent la même 
valeur de la fonction est constante et égale à zéro , en négîî-» 
géant les multiples des périodes. 

CHAPITRE III. 

DE LA FONCTION V. 



98. Parmi les fonctions doublement périodiques du second 
ordre que Ton déduit de la fonction ^, nous remarquerons 
encore la suivante, que nous désignerons par la lettre v^ elle 
est donnée par l'équation finie 



(i) v(z)= v/i-A»V(2}, 

à laquelle on joint la condition initiale v (o) =; i. 

La fonction v pourrait acquérir des valeurs multiples dans 

le voisinage des valeurs ^=:=t:(^-h — p pour lesquelles 
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i = dz 7' Posons 

k 



3 = 7 H h«', 

4 2 



;nous aurons 



on en déduit un résultat de la forme 

ainsi la fonction v reste monodrome. On a de même 






? 



ce qui montre que la fonction- v reste monodrome dans le voI<- 
sînage des valeurs de z qui rendent X infinie. Ainsi la fonction v 
est monodrome pour toutes les valeurs de la variable z, 
99. Il est évident que cette fonction est paire, et l'on a 

(2) ' v(— Z)=rv(3). 

De ce qui précède on déduit, d'une part, 

w «' A /w w' A 



ou 



6>> 
V 

2 



(3) vU-^«' + 2J=~v(~z) = -v(3); 

d'autre part, 

ou 

(4) v(»' + z) = -v(z). 
En comparant ces deux relations, on obtient 

(5) v^^+.)=v(ï), 



1 lO 
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ce qui donne une première période -• La seconde période 

est aot)'. 

A partir de l'origine, portons comme précédemment les 
Fig. 20. quantités géométriques Oa et Ofc 

égales à c<> et (»/, et prenons 

0/=— et Og^nOb; 

le parallélogramme Ofhg sera le pa- 
rallélogramme élémentaire de la 
fonction v ^ Taire de ce parallélo- 
gramme est la même que celle du 
parallélogramme Oacb, qui se rap- 
porte à la fonction X . 
La fonction v admet dans chaque parallélogramme les deux 

zéros z = zi= ( j H j et le* deux infinis simples 2 = ± — • 

La somme des deux valeurs de z qui, dans un même parallélo- 
gramme, correspondent à une même valeur de v, est égale à 
zéro. Nous avons marqué sur la figure les zéros et les infinis de 
la fonction v (z). 

100. On a 




(6) 



(Ù 



v.^,=S/ 



A' =A', 



en désignant par k celle des deux valeurs du radical ^ i — k^ 
qui est égale à v ( t ) • On a aussi 

Dans tout ce qui précède, le signe de la seconde période w'est 
resté arbitraire-, on peut toujours choisir ce signe de manière 
à avoir 

(7) 



/» w'\ i'i 



car 






&) 



2 
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De iâ relation X ( - — h ^ ) = , ., , . on déduit 

\2 / *^{«) 



'*'(t + ') = V— Fi:^=;=^'^^-'^' 



(t + ') = v/-vTF)=* 



v(g) 



Il faut mettre le signe — devant les deux expressions, puisque 
Il en résulte les deux relations suivantes : 

101. On appelle valeurs complémentaires de la variable z 

deux valeurs dont la somme est égale a -7» Il existe des relations 

4 

très-simples entre les valeurs des fonctions elliptiques pour des 
valeurs complémentaires de la vaj^iable. 

La fonction X ( y — ^ ) est paire et se réduit à Tunité peur 
z = o ; ses zéros ± j' sant ceux de fji(z); ses infinis 
± \y-\ ) sont les zéros de ^^ ( 2 ) 5 on a donc 

Si Ton fait ^ = o, on trouve A = i , et Ton obtient ainsi la re- 
lation 



(.0) Ki-^)=v^ 



(') 



La fonction [f-ij — z\ est impaire ; elle admet les mêmes 
zéros que la fonclio») X (2), et ses infinis sont les zéros de v {2). 
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On a donc 

\(z) 



(i-')= 



B 



(«) 



Si 1 on fait z = -7, il vient B = A' et 1 on obtient la seconde re- 

4 
lation 

4-') -"M 

La fonction v ( ^ — z | est paire ; ses infinis sont les zéros 
de V (i5 ) et réciproquement ^ on a donc 



w \ C 



En faisant z = j^ on trouve C = A', et, par suite, 



4 / v(^) 

Quand le paramètre A se réduit à zéro , la fonction 1 de- 
vient un sinus et la fonction fx un cosinus*, quant à la fonc- 
tion V, elle devient égale à l'unité. Voilà pourquoi, outre l'a- 
nalogie des propriétés, on a comparé la fonction A à un sinus, 
la fonction [x à un cosinus. L'analogie conduirait aussi à con- 
sidérer comme un nouveau sinus la fonction (x ( - — z 1 > et 

comme un nouveau cosinus la fonction i ( - — z j • Relative- 
ment à la première période o), ces deux fonctions jouissent de 
propriétés analogues à celles du sinus et du cosinus. La pre- 
mière est impaire et admet les deux zéros z = o, z = -; la 

seconde est paire et admet les deux zéros z = zh 7- 

4 

102. On est conduit aussi à considérer la fonction —7--%» 

f*(«) 

analogue à la tangente, et que nous désignons par la lettre n. 

Cette fonction est impaire; ses deux périodes sont - et 2 w'; 

elle admet les zéros de ^ (2) et devient infinie pour les valeurs 
qui annulent (J- (z). 
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On 



a 



(.4) «^ï:+,)=-j_. 



On en déduit 



a(S) = -^, a(^)=.-, «(1 + 7)=*^ 



On obtient des fonctions monodromes doublement pério- 
diques du second ordre, en combinant deux à deux, par mul- 
tiplication ou division, les quatre fonctions ^i daï Çz) ^ 

\i zt:/rX(-z)^ d'après ce que nous avons dit, chacune de ces 
fonctions reste monodrome quand i devient égale à ±: i ou à 

± T> mais elle cesse de l'être quand X devient infinie; toute- 
fois les produits ou les quotients de ces fonctions deux à deux 
restent monodromes pour toutes les valeurs de z. Parmi ces 
combinaisons, nous avons étudié spécialement celles que nous 
avons appelées |x et v. Nous signalerons encore les suivantes 

V(i — X) (1 — kl), i/ r-> i/ — -T-r- Il est clair que les quo- 
tients deux à deux des fonctions ainsi formées fourniront aussi 
des fonctions monodromes doublement périodiques du second 
ordre; à cette catégorie appartient la fonction m, 

103. Dans le cas où le paramètre g est égal à Tunité , l'équa- 
tion différentielle, par laquelle on définit la fonction X, peut 
se mettre sous la forme 

ce qui nous fait voir que la fonction doublement périodique i' 
du quatrième ordre est le produit de deux fonctions double- 
ment périodiques du second ordre. En différentiant les équa- 
tions 

on a , de même , 

8 
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Ainsi on, peut définir les trois fonctions J, fx, v par le sys- 
tème des trois équations différentielles simultanées 



auxquelles enjoindra les conditions initiales 

X(o) = o, fx(o) = v(o) = I. 

CHAPITRE IV. 

ilElCÀRQUES SUR LES MODULES. 



Modules réciproques. 

104. Il existe une relation très-simple entre les deux fonc- 
tions elliptiques qui correspondent à deux modules récîpro- 

ques h et -• Si Ton pose «= -r- > Téquatîon différentielle 

du r. T-. i r 

devient 



avec la condition w' = o pour 5 = 0. On a donc 
et, par suite. 

On en déduit 

(2) ;z(s, ^)=vf^z, ij, 

(3) v(z,A) = fx^^z, 1 



hbmarques sur les modules. ii5 

En vertu des relations précédentes, quand le module est réel, 
on peut toujours ramener les fonctions elliptiques au cas où le 
module est moindre que Tunité. 

Modules complémentaires, 

105. On appelle modules complémentaires deux modules 
h et h! tels que A' + A'* = i ; le module h étant donné, et la 
fonction ^[Zyh) bien définie, on choisira le signe de A' de 

manière que v f ^ | = A'. L'équation 

dans laquelle on remplace X et v par leurs valeurs en fonction 
de /i, devient 

^=-v/(«-»**)('-'^'+^V')=--*'y/(<-f*')('+-^/*'); 

le radical se réduisant à la valeur -f- i pour z:=. jt puisque 

'■(i)=-Ki)'(i)=-- 

Si l'on pose 

ei> z' 

cette équation prend la forme 



la fonction fi s'évanouissant avec la variable z', et le radical se 
réduisant à l'unité. On voit par là que la fonction iilj — — | 

est une fonction X de la variable z\ ayant pour module -jy ; 

A' 

on a donc 



ou 



(4) -^{l-' ')-'{'' '4) 



8. 
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106. De l'ëquation 



1^=_*.X(.)»»(.). 



on déduit de même 



è=-'"v/|-"'(-r=) 



le radical se réduisant à la valeur + i pour z =-j ; 



» ta' 

— ; car 



on a 



Si Ton pose 



6) U Z 



cette équation prend la forme 



ë=v/<-")(-^) 



la fonction v s'évanouissant avec la variable y, et le radical se 
réduisant à Tunité. Ceci montre que la fonction 



(i-T-^-) 



est une fonction X delà variable z* ayant pour module -77- On a 
donc 

•(i-T-?^'')='(--f)="(F-'> 

ou, en vertu des relations (9) et ( 1 2) des n°* 100 et 101 , 

(5) \{iz\k'):=zim{z,k). 

On en déduit 

(6) p(/2,^')=_L_, v(«,X-') = ^^^/ 

i07. Ici se présentent quelques applications des remarques 
que nous avons faites au n^ 90 sur les périodes elliptiques. 
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Imaginons que l'on change le signe du module k'^ ce module 
n entrant que par son carré dans Téquation difTërentielle, la 
fonction X ne change pas, et Ton a 

Ces deux fonctions, en tant que fonctions doublement périodi- 
ques, admettent évidemment les mêmes périodes, mais non les 
mêmes périodes elliptiques. Désignons en effet par (ù et t»/ un 
système de deux périodes elliptiques de la fonction X [z^k) ^ 
on obtiendra un système de périodes elliptiques de la fonction 
X (z, — k) en prenant «1 = «, w'^ = « + «', afin que la re- 
lation 

soit satisfaite. 

Nous avons trouvé (n^ iOi-), entre deux fonctions elliptiques 
à modules réciproques, la relation 

Les deux fonctions X (z,A), X (Az, -r j 9 en tant que fonc- 
tions doublement périodiques, admettent les mêmes périodes ; 
mais un système de périodes elliptiques de Tune ne constitue 
pas un système de périodes elliptiques pour la seconde. 

Désignons en eflfel par w et 0/ deux périodes elliptiques de 
la fonction X (^,A), et par Wi, (à\ deux périodes elliptiques de 

la fonction X Ihz^ j j • Si, dans la relation précédente, on fait 
^ := 7 9 ou Z = yj on a 

434 



on posera donc 






«■>! 


U 6>' 


W| w, &> 


4 


= 4"^' 


4"*"T-4' 
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est imaginaire. Si Ion pose 

^» 4- ^'* = I , A' a» 4- X'» a" = I , 
celte dernière intégrale devient 

ir 

Jr « du' r^ 



dff 



^'»8in»f 

Le module complémentaire A' étant aussi réel et moindre 
que Tunilé, la fonction 1 (z,V) admet également une période 
réelle positive Wj et une période imaginaire w'^ . En vertu de la 
formule précédente, on a 



« = — • 

2 



La période imaginaire de la fonction 1 (z,k) égale la moitié 
de la période réelle de la fonction ^(«, A^), multipliée 
par /. 

ilO. Il est à remarquer que, dans le cas particulier que nous 
considérons en ce moment, la fonction elliptique X (z) est 
réelle et moindre que Tunité, pour toutes les valeurs réelles de 
la variable r. Car u variant de o à i en ligne droite, z varie de 

o à -^ apssi en ligne droite ; réciproquement, quand z marche 

sur Taxe oa: de o à -^ u reste réelle et croît de o à i . En vertu 

4 
de la formule 

Ki-)-(i-')' 

on voit que, lorsque la variable continue son mouvement sur 
Taxe ox de -7 à -9 la fonction reste réelle et décroit de i à o. 
La formule 



x(^ + «) = -x(,) 



montre ensuite que de - à w la fonction devient négative, dé- 
crc^ssant d'abord de o à — i, puis croissant de — i à o. De co 
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à 2 «, elle repasse par les mêmes valeurs que précédemment, 
et ainsi de suite indéfiniment. 

Les deux fonctions fji (z) et v (z) sont aussi réelles et moin- 
dres que l'unité pour toutes les valeurs réelles de z. La frac- 
tion [i décroît de -f-i à — i, quand z varie de o à -> puis elle 

croît de — i à -f-i, quand z varie de - à o). Quant à la fonc- 

tion V, elle reste non-seulement réelle, mais encore positive et 
moindre que Tunité. Nous avons déterminé (n** 400) le signe 

du module complémentaire A' par la condijtion v f 7 1 =ii'', 

c'est donc la valeur positive qui entre dans nos calculs. 

111. Si Ton donne à la variable z des valeurs imaginaires 
de la forme 2'/, 2' étant réelle, la fonction sera imaginaire et 
de la forme 1/ 2. Car si l'on pose 



M=r a'i, 



t/ étant réelle, on aura 



Réciproquement, quand la variable z marcbe sur l'axe ay de 

o à — ) la fonction // prend des valeurs de la forme i/i, 14' crois* 

sant de zéro à l'infini. 

Les deux fonctions fJt(^) et v(^) restent réelles. Quand x 

varie de o à — > ces deux fonctions croissent de -f- 1 à -I- 00 : j: 

2 

variant ensuite de — à o)', de o>' à — , de à 20)', elles crois- 

2 22 

sent de — 00 à — i, pour décroître de — i à — 00 et de -+-00 
à -f-i5 au delà les mêmes valeurs se reproduisent périodique- 
ment. La manière dont nous avons choisi la seconde période «', 
qui est égale à une quantité réelle positive, multipliée par /, 
s'accorde avec l'hypothèse faite au n** iOO', car, de l'équa- 
tion (i4)î n*' 102, on déduit xs i z\ = -y— r et, quand z 
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varie de o à — ? on sait que ^(z) est égale à une quantité po- 

silive, multipliée par /. Il est facile de trouver les valeurs de 
ces fonctions en supposant connues celles qui correspondent 
aux valeurs réelles de ^^ car les relations du n^ 106 donnent 

Nous verrons plus tard comment on peut exprimer les va- 
leurs des fonctions elliptiques pour des valeurs imaginaires 
quelconques de la variable, à l'aide de valeurs qui correspon- 
dent à des valeurs réelles de la variable. 

On peut ramener au cas du module réel celui où le module 
est imaginaire et de la forme k /, au moyen de la formule (4) 
dunMOS. 
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DÉVFXOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DÉVELOPPEMEIïT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES 

DB FRACTIONS. 



Méthode générale pour le développement des fonctions 

en fractions rationnelles, 

112. Sohf[z) une fonction monodrome et monogène dans 
Fig. 21. une certaine portion du plan, mais 

devenant infinie en certains points. 
Marquons un point quelconque t 
f^fig, 21 ) dans cette portion du 
plan, nous aurons 







l 'intégrale définie étant prise le long 
de la courbe fermée qui limite le 
contour de Faire plane considérée, et le signe résidu s' appli- 
quant à tous les points tels que z = a , qui rendent la fonction 
f(z) infinie dans cette portion du plan. On en déduit 



(i) 



t — z 2.iri J z — t 



Supposons maintenant que l'on augmente indéfiniment, et 
dans tous les sens, la courbe fermée suivant laquelle on effec- 
tue l'intégration, de manière qu'elle embrasse tout le plan, la 
première partie du second membre, ou la somme des résidus, 
sera convergente, si le second terme, ou le reste que nous re- 
présenterons par R, a pour limite zéro. On peut simplifier 
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Texpression de ce reste j la courbe étant iufiniment grande, 
on aura, sur cette courbe, 

z — t z z*^ ' 
e désignant une quantité infiniment petite, et par suite 

T.'KiJ z^i !inij z 2ni J z* 

Si, le long de la courbe variable, le module delà fonciion/(z) 
reste moindre qu'une quantité finie, la seconde partie du reste 
a pour limite zéro, et l'on se bornera à considérer la première 
partie 

/(z)dz 






z 

Application aux fonctions coséc z et sécz, 
113. Appliquons la formule précédente au développement 

de la fonction f{z) = -: — > qui devient infinie pour les va- 
leurs z=:nni [m désignant un entier quelconque positif ou 
négatif), distribuées uniformément sur Taxe des x. Intégrons 
suivant le contour d'un rectangle formé par des parallèles à 

l'axe des^^, menées à la distance m^n-j — de Forigine, et par 

des parallèles à l'axe des x à une distance très-grande arbi- 
traire Y. On reconnaît aisément que le module de la fonction 
coséc z est moindre que l'unité sur les premières parallèles, et 
très-petit sur les dernières. Il en résulte que la seconde partie 
du reste a pour limite zéro, quand on fait croître m' et Y indé- 
finiment. Quant à la première partie, elle est identiquement 
nulle; car, la fonction étant impaire, les éléments différentiels, 
qui correspondent à deux éléments du rectangle symétriques 
par rapport au centre, sont égaux et de signes contraires. Ainsi 
la fonction proposée se développe en une série convergente. 
Pour évaluer le résidu relatif à un infini quelconque m;: de 

la fonction -: — î posons ^ = m tt -f- ^, et considérons Tinté- 



sms 
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grale définie 

I r dz _ (--i)'" r d£^ 

2iri J (t — z)sinz 2 ;r I J (^ — /wtt — z')sin2'' 

prise le long d'un cercle infiniment petit décrit autour du point 
m n ; on peut réduire cette intégrale à 

(— i)'» I rdz' (—i)'" 

■ ■ ■ • ■ f ■ " '■ *^~ » ■' ' ' ' • 

t — mn 2n i J z' t — wtt 

On a ainsi, en vertu de la formule (x), 



m=m' 



un t ^6mà t — //i îr 



sm 

TO=— /M' 



ou, en remplaçant t par z^ 

(3) ^ = lm. y ±11)1. 



mzzz—m' 



En groupant deux à deux les termes fournis par des valeurs 
de m égales et de signes contraires, on obtient la formule 
connue 



/n=ao 



(4) -A-=i + 2.y J=i]!_. 

smz z ^^ a' — fnijfi 

m=ï 

Si dans la formule (3) on remplace z par z — -, il vient 

— i-.=iim y -tziïL-^y,^ y ^ i-rr 

m=-m' 2— (2'W-M)- m=-m'-| 2— (2/W-hr)- 

2 2 

Nous avons ajouté un terme infiniment petit à gauche de la 

double série convergente, celui qui correspondàm= m' i 

afin d'avoir autant de termes d'un côté que de l'autre. Le 
groupement des facteurs conduit à l'expression * 



(5) -i-=:,r V 



m=oo 

(2771 + 1) (—l)" 

I 

mZo (a'iw-hi)'^ — z» 
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On a donc 

(.0) x(,)=.imi 2 2 — r=r — r^* 

— «' • «•— m'« /W-— (2/14-1) 

11=:— n — I wï= — m ty \ • / 2 

Pour ramener cette somme double à une somme simple, 
nous grouperons les termes par files parallèles à la direc- 
tion 0). On a, en vertu de la formule (3), 

w=m' m=.m' 

Mm y bin =ii.Mm y 1:!^ 



2ir 



sm I (2 II 4- l) Trp 1 



d'où 



Nous avons vu (n^ 72) que les deux parties de cette série, 
prolongée vers la droite ou vers la gauche, sont séparément 
convergentes. On écrira donc 



Ils 00 

27r 



n=::-oo *^"l"-;j (2/l-Hl)7rpj 

En groupant les termes deux à deux, on en déduit 



n=oo 



, , ^, » Stt . 2 7ra v^ cos(2/i +l)7rp 



n=zO C0S2 (2/ï -i-l)7rp — ces 



0» 



Jacobi représente par q la quantité e^^P' ; si dans Texpres* 

sîon du rapport des périodes p = — = r-f-^/, rapport toujours 

imaginaire, la quantité s est positive, la quantité q a son mo- 
dule moindre que Funité; en introduisant cette quantité dans 
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la série (12), on est conduit à la forme 

_ n=QO 

,,«-,, 8 »r v'? . 2fr» V y'(iH-y»-K) 

<'^^ ^(*)=->^« ^'" — -Z ^^. 4.. -— ♦ 

donnée par Jacobi. 

^application à la fonction p., 

116. Proposons-nous maintenant de développer la fonction 

impaire fllz — ^ j • Intégrant le long d\m parallélogramme 

qui a pour centre l'origine, on verra, comme précédemment^ 
que le reste est nul. Les infinis de cette fonction sont donnés 
par la formule 

^ 4 ^ 

dans laquelle il faut faire varier m de — m'-^i k m! et n de 
— n' — I an'. Pour évaluer le résidu relatif à l'un quelconque 
de ces infinis, on posera 



6> ^ V w' 



2= (2>7t -Hl) J H- (2«4-l) h 3' 5 

d'où 

^('""i)=^('"2"^'''''"*'7"^*')='(""*)"''"^(7'^*') 

et, en vertu de la formule (8) du n** 100, 



««(^ -?)=-! (-')""" 



v(*') 



•k~* 



\(z') 

Prenant l'inlégrale le long d'un cercle infiniment petit décrit 
autour du point considéré, on aura pour le résidu correspon-- 
dant 

/— (2m-M)-— (2/l-f-I) — 
. . 4 ^ 
On a ainsi 



...„ _ _ (— )" 



(-i)=-i-«">2(-.)- 2 



n=— n' — I jH 



=,-m'-x 2— (2^ -f- l) 7 — (2/1 + — 



4 

9 
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et, en remplaçant z — -j par 



z 



7 



H=.n' m=m' 



(.4) ^(4=^iim 2 (-0- 2 — r-^ — ^' 

En supprimant un terme infiniment petit à gauche, ce qui 
n'a pas d^ inconvénient , on a, comme précédemment, 

»w = m' m=.m'^ 

K„, 2 — j-'^ ,, = «»» 2 ;:^^^^^^^ — 



27r I 



« . r27r3 , . "1 

sm I (a» -f- ijîrp [ 

et, par suite, 



n = n' 



tt(z)r= 7— "fn X — F ^^ =i^ 

n=-n'-i Sin — [in -h ïJTrp j 

DU, plus simplement, d'après la remarque déjà faite, 



n = 00 

2 71/ ^ {—■»)" 



(l5) t*(z) = . V ^. 

«=-00 sin -;;;^ (2«-f. ij^rp! 

Si l'on groupe les termes deux à deux, on obtient la série 



n = 00 



, ^, / . Stt^ 27r& V^ (— l)'»SlD{2«-f- l)?rû 

„__oCOS2(2» -f- iJirp — COS 



que l'on peut mettre sous la forme 



n= OD 



(*7) f*(z) = — r^-c^ ' 7 ^ f — 



« = o * — 2ç'«-»^' cos^-^ H- </'('"+») 



Application à la fonction v. 

« 

117. Considérons actuellement la fonction impaire 



«' 
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Intégrant le long d'un parallélogramme qui a pour centre 
l'origine, on verra encore que le reste est nul. Les infinis de la 

fonction v ( x: H j sont représentés par la formule 



z = m — h nhi\ 

2 



dans laquelle il faut faire varier m de — m' à m', et n de — n! k 
ri. Pour évaluer le résidu relatif à un infini quelconque^ on 
posera 



z=:m — hww-f-*; 

2 



d'où 



('+t)=<-.)-.(--^^) = -.(-.)-ï|4', 



d'après la formule (9) du n° 100; on trouve ainsi pour le 
résidu 



t — m no/ 

2 



et par suite 

n=n' m=:m' 



t 



V I Z -F- — I — e mit ^ \ 1 i ^ • ^ 



ou, eii remplaçant z H par z^ 



2 



n=zn m=m 



(.8) v(z) = -nim 2 (-.)- 2 



2 ^ '2 



En vertu de la formule ( 6), on a 
lim 



lim V ? = J-5cot|-l^î (2/î-f-*i)7rp|* 



On en déduit 



(19) v(z)=—i^Iim 2 (-î}''cotr^~(2«-f-i)7rpi 



n= — n' 



9 



i3:a livre it. 

Les termes de cette dernière somme ne deviennent pas infi-* 
niment petits, quand n augmente indéfiniment; mais ils ten- 
dent vers ih/. Il est facile de remédier k cet inconvénient ; si 
Ton fait z = o, l'équation (19) donne 



27rr,. 



1= lim \* (— i)" col (2 /r-f-i)irp. 



11=: — n 

On en déduit 



«=»' 



— v(*)=r— Hm 2) ( — i)"{<^^*('''-^')^p-*-<^^M (î/ï-l-O^i^ ||î 



«= — n' 



ou, plus simplement, 



27ri . 27rz ,. -«[^ f— ')" 



(2o)i->(«)=^sin^-lim ^ 



_-_„' sin(a/ï + i)irp.siD j (2»-h i)«^p i 



Cette série ne présente plus le même inconvénient que la pré- 
cédente *, les termes tendent vors zéro. Si Ton ajoute un terme 
à gauche, ce qui est permis maintenant, et si Ton groupe les 
termes deux à deux, on a 



11=50 



, . , . Snr . 2itz V» (— i)''col(2«-+-i)irp 
(21) 1— v(3) = sm' > ^ i ^-—\ ; 



„_Q cos 2 ( 2 /l + i) irp — COS -i 



cette formule donne celle de Jacobi 



n=ao 



(22) ,~v(z) = —- sin'— -. 2^ 



6ir . .27r 2 



3 i-eiH^^O 






application à la fonction w. 

118. Le développement de la fonction impaire xs (z) ne 
présente aucune difficulté. Si Ton intègre le long d'un parallé- 
logramme ayant pour centre l'origine, le reste est évidemment 
nul. Les infinis de la fonction t7 (^) sont représentés parla 
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formule 

Z = ( 2 7W -+- l) ^ -f- H W , 

dans laquelle m varie de — ni — i à m\ » de — ni à ri, Sî l'on 
pose 



on a 



.(.)=(-.)«. (| + 3') = -i-ir, 



) 

en vertu de la formule (i3) dun^ 102. On obtient de la sorte 






(z) = -llim 2 (-')• 2 



d'où 



w=-m'-i «■— (2 /W 4-1)7 — « «' 



(23) ct(z) = ^ 2 (-l)"Uflg^^-2«7r/)j 



/ï=— 71' 



et^ en groupant les termes deux à deux, 



[ 11=00 ~l 

ung— - + 2sm±^. 2 -— -^ 4^, 
„_^ €OS 4 'ï tfp -4- cos - — I 



ou bien 



27r I 27rs . . 4^^ V* ( — O"*?'" 



n=;oo 




119. Dans ce qui précède nous avons supposé le para- 
mètre g é^û à Tunité ; les fonctions elliptiques dépendent du 
seul module k ou du rapport p des périodes. Nous avons vu 
comment on exprime les deux périodes, et par suite leur 
rapport en fonction du module à l'aide d'intégrales définies. 
Réciproquement, on peut, à Taide de séries , exprimer le 
module h en fonction du rapport p des périodes supposé connu . 
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est également convergent. On a, en effet, 



et par suite 

5 désignant la somme des termes de la série. Le produit aug- 
mente avec le nombre des facteurs, et reste constamment infé- 
rieur k e* 'yil tend donc vers une limite finie et déterminée. 

D'ailleurs cette condition est nécessaire pour la convergence 
du produit, car on a 

(i-+-«o)(i+ «i) . .. (H-««-i) >«oH-fli-+- .. . -l-û«»-i; 

si cette dernière somme augmentait indéfininient, le produit 
augmenterait aussi indéfiniment. 

Il résulte de ce qui précède que si, à partir d'un certain rang, 

la quantité l^a^ reste constamment moindre qu une quantité 
fixe inférieure à l'unité, le produit est convergent. 

ISi. Considérons maintenant un produit 

de facteurs imaginaires. Appelons a^^ ai, Ht,...., les modules 
des quantités in^aginaires Uo? Ui, iiiv* Si le produit des fac- 
teurs réels 

. (i-f-ûo) (»4-ai)(i+ûj). . . 

est convergent, le produit des facteurs imaginaires est aussi 
convergent. Le module de 

est en eflet plus petit que la quantité 

(i-h«„){i+ûr«+,) . . . (i+fl«^.„_,) — I, 

qui est infiniment petite. 

Il est à remarquer que si la condition précédente est remplie, 
le produit 

/(z)= (l-f'/^o«)(l-f- Wi2)(H-«23). .. 
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est convergent, quelle que soit la valeur de z i ce produit dé- 
finit donc une fonction finie et monodrome dans toute l'éten- 
due du plan. Nous allons faire voir que cette fonction est en 
outre continue et monogène ; en effet, désignons par P„ le 
produit des n premiers facteurs, qui est une fonction mono- 
gène; il vient, en prenant la dérivée , 



m = n 



K = ^'x1tz7, 



w» = o 



Quand n augmente indéfiniment, on a une série convergente, 
et P^ tend vers une limite finie que nous appellerons P. On a 

P' = p;H-e, 

e tendant vers zéro quand n augmente indéfiniment ; d'où 

Si Ton fait augmenter n indéfiniment, il vient 



I 



'o 
On en conclut 



par suite, la fonction y (2) est monogène. Ainsi la fonction 
y(«), définie par le produit considéré, est une fonction sy- 
nectique dans toute l'étendue du plan. 

122. Après avoir rappelé ces principes , nous allons expo- 
ser une méthode très-ingénieuse imaginée par M. Caucby 
pour le développement des fonctions en produits d'un nombre 
infini de facteurs. 

Soit f[z) une fonction monodrome et monogène dans une 
certaine portion du plan; comme nous l'avons vu {n? 69), le 

quotient n'admet que des infinis simples, savoir les zéros 

et les infinis de la fonction y* (z). Désignons par a un zéro 
quelconque de la foncliony(«) dans celle portion du plan, par 
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p son degrés et de même par a un infini quelconque , el par 
ç son degré. Marquons d'ailleurs un point quelconque t dans 
cette portion du plan ; nous aurons 

Tintégrale définie étant prise le long de la courbe fermée qui li- 
Fig. 33. mite le contour de Taire plane con- 

sidérée, et dans le sens de la flèche. 
Si maintenant nous multiplions 
les deux membres de cette équation 
\ ^ par dt, et si nous intégrons de fo ^ ^ 
(fiS' 23) (fo étant un point fixe si- 
tué aussi dans l'intérieur de Taire), 
suivant un chemin déterminé , par 
exemple suivant le chemin recti- 
ligne , il viendra 

, r/'iz), z-^t^ . fit) 

2.111 J f{z) ° z — r. 




a — t 



/(M 



a — t 



d'où Ton déduit la formule 



(»)i„..» — ' 



que l'on peut écrire de la manière suivante 



(') 



/(^) ll/a — Aî 



a — h 



la lettre TT désignant un produit de facteurs. 

On suppose que la droite t^t ne passe par aucun des points 
qui rendent la fouclioay (^) nulle ou infinie. En outre les loga- 
rithmes qui entrent dans cette formule se réduisent tous à zéro 
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pour t = «0 et prennent ensuite le long de la droite des valeurs 
parfaitement déterminées que Ton suivra par continuité. 
Dans le cas particulier où t^ = o, cette formule devient 

w /(0-nHïxr^//^'-(-J)''. 

Supposons maintenant que Ton augmente indéfiniment, et 
dans tous les sens, la ligne fermée suivant laquelle on a effectué 
l'intégration , de manière qu elle embrasse tout le plan , le pro- 
duit sera convergent, si le facteur complémentaire, ou l'expo- 
nentielle, tend vers l'unité , ce qui exige que l'intégrale définie 

prise le long de la courbe, ait pour limite zéro. On peut sim- 
plifier cette expression. Le module de z étant plus grand que 

celui de t tout le long de la courbe, log ( i 1 se développe 

en série convergente, et l'on a 

e désignant une quantité infiniment petite. D'après cela , la 
quantité R devient 

~ 2,r/ I J /{z) z ^ 2W< 2 J f{z) ^'^*'' 8' 

Si le module de la fonction -// est moindre qu'une quantité 

f[z) -1 1 

finie sur la courbe variable , la seconde partie de R tend vers 
zéro , et l'on se bornera à considérer la première partie 

t r /'(z) dz 

Lorsque la fonction /^( 2) est paire ou impaire , la fonction 
-jw-v est impaire 5 si l'on intègre le long d'une ligne qui a pour 



Fiig. 24. 
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centre l'origine, cette dernière intégrale, ayant ses éléments 
égaux deux à deux et de signes contraires, est nulle; dans ce 
cas, la fonction f(z) se développe en un produit convergent. 

application au cosinus, 

123. La fonction paire cos z ne devient infinie pour aucune 

valeur finie de z ; elle admet 
les zéros simples 

z = (2m 4- i) -7 

situés sur Taxe des x à égale 
distance les uns des autres 
(Jig' a4). Intégrons le long 
d'une circonférence décrite 
de Torigine comme centre , 
avec un rayon égal à (/w'+i) n , 
Pour évaluer plus facilement le module, nous substituerons 
au cercle un rectangle formé par des parallèles à l'axe des y 
à la distance (m' 4-1)71 de part et d'autre de l'origine, et par 
des parallèles à Taxe des x à une distance très-grande. Le 

module de la fonction *~r^i = — tang z étant moindre que 

l'unité siu* les premières parallèles et différant très-peu de 
l'unité sur les deux autres , la seconde partie de R a pour 
limite zéro. D'ailleurs , celte fonction étant impaire , la pre- 
mière partie est identiquement nulle. On a donc 




cos t = lim 



m=zm' 



n 



m= — m' — I 




OU, en remplaçant t par 2, 



(3) 



cosz = lim 



m=:nf 



n 



m=r —m 



(2W -h 1) - 

^ ^ 2 

Si l'on groupe les facteurs deux à deux , on obtient la for- 
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mule connue 

in=QO 

(4) COS. =n ['- (.,, +.)>. .]• 

m=o 

^application au sinus. 
124. On effectuera d'une manière analogue le développe- 
ment de la fonction paire f(z) = > qui ne devient infinie 

Si 

pour aucune valeur finie de ^, et qui admet les zéros simples 
z = mw, à Texception de ^ = o. Si Ton intègre le long d'un 
cercle décrit de l'origine comme centre , avec un rayon égal 

à w'ttH — 5 nous verrons, comme précédenunent , que la se- 
conde partie de R a pour limite zéro, de même que la première 
partie 

que l'on peut réduire à 

cot z 



-f 

.iri J 



dz. 



^ z 
On a donc 

m=zm' 

m recevant toutes les valeurs entières de — wl k m', excepté 
w = o. 

Si Ton groupe les facteurs deux à deux , on obtient la for- 
mule connue • 

(6) sinz = «. Il(i-^ 

ni=i 

125. Considérons encore la fonction 

27r(z— h) 
/{z) = ces — i- '9 



i4a 
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qui admet pour zéros a := h -^ (2m -^^ i) y Du point h comme 

Fig 25 centre [fig' a5), avec un 

très -grand rayon égal à 

[ni -ht) -j décrivons un cer- 

de, et supposons l'intégra- 
tion effectuée le long de ce 
cercle , nous aurons i étu- 
dier Tintégrale 







t» 



Posons ^ = A H- -z',' le point h étant Torigine de la nouvelle 
variable z^] l'intégrale devient 

/27rz' /** 2irz' 



et se réduit à 



/27ra' 



r/3'; 



/. 



mais cette dernière, ayant ses éléments symétriques égaux et 
de signes contraires, est nulle. On a donc 



cos 



27r(2 — h) 



m=:m 



(7) 



&) 



27rh 



lim 



cos 



u 



n [• 



7W= — m — 



A -h (2/W 




Application à la fonction v. 

126. Nous allons nous occuper maintenant du développe- 
ment des fonctions elliptiques. Nous commencerons par la 
fonction V (2)5 celte fonction est paire; elle admet les zéros 

simples a = (2/7/ -H 1) j -h (aw 4- i) 7- et les infinis simples 
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/ 

a=m- + (2/i-h i)-'A partir de Torigine , portons dans la 

2 2 

fig 26. direction de la pre- 

j) ^ I I 1^ , , I cr mière période, et de 

part et d'autre, une 
longueur OA , OA' 

égaleà(m'-f-i)- — g^ 
TiTi . 4^ . ^ .ojr, ^ , J( , ^ Hl et de même dans la 

direction de la se- 
conde période une 

^1^ . . . ,B— ' F/ longueur OB, OB' 

égale à (/l'-H i) w'; 
nous formerons ainsi un parallélogramme CDEF (fig* 26), 
suivant le contour duquel nous effectuerons Fintégration . 
L'intégrale 

27ri J v(z) z 27riV zv(z) ' 

ayant ses éléments égaux deux à deux et de signes contraires, 
est nulle. On a donc 

z 
, 

(2/W H-|)~ -f.(2/2 -f- 1) — 

(8) v{z)=limJJ i- ï. 

, 

w , , w 

/w h (2rt H- I ) — 

Quelle que soit la manière dont on fasse augmenter m et n 
indéfiniment, ce produit tend vers la même limite v (z). Si l'on 
considère ce produit comme le quotient de deux produits, for- 
més, l'un par les facteurs du numérateur, l'autre par les fac- 
teurs du dén^inateur, chacun de ces produits tendra vers une 
limite distincte 5 mais cette limite dépend de la manière dont 
on fait augmenter m et n indéfiniment. Nous supposons que 
Ton fasse augmenter indéfiniment, d'abord m, puis 7*5 ce qui 
revient à grouper les zéros ou les infinis par files parallèles 
à la direction co. 
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1S7. Examinons d'abord le produit des facteurs du numé* 
rateur, produitque nous représenterons par 6 («) ; nous posons 



n=ii' mrsm 



(9) ôw=iim n n r-; ir^- — -;;1 

»=_»'-. m=-m'-i|_ (2»H-l)^H-(2«+l)-J. 

Si dans la formule (7) on fait /i = (a n +1) - > il vient 



Iflzrsflt 



n 1^"", TiT^, — ;^1 

(2/ï -+-i)7rp I 

en substituant, on a 

""="' CCS I — (2« 4-i)7rp I 

(,o) ô(z) = lim TT ^^-^ — -T ='■• 

V ^ ^ ' XX CCS ( 2 « -f- 1 ) Trp 



n=: — n' — 1 



Si l'on groupe les facteurs deux à deux, ce produit s'écrit 

j £^*_|-(2/ï 4-l)ffp CCS j (2/î-|-i)wp I 

6W= IX cos'(2/ïH-i)7rp 



"=°° cos 



n=o 



OU, plus simplement, 

(n) 9(»)=n L'~ cosM2^ + .)7rp J- 

Sous cette dernière forme il est aisé de reconnaître la con- 
vergence. On ae n effet 

cos(2 /i -f-i)Trp = 5 

si, dans le rapport des périodes, p = r-h siy la quantité s est po- 
sitive, on écrira 

' C0S(2«-f-l)îrp = ^ ; 
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d'où 



SIQ 

iim 



. 27rz "IJ. 

m' I » 

[2/H-l)îrpJ ' 



.CÔS^(2/i-+-l)îrp. 

cette quantité ayant un module moindre que Tunité, le pro- 
duit est convergent. Si la quantité s était négative, on trouve- 
rait pour limite e""^"^ *, et l'on arriverait à la même conclusion. 
Ainsi, dans tous les cas, la formule (ii) définit une fonction 
synectique dans toute Fétendue du plan. 

128. Considérons maintenant le produit des facteurs du dé- 
nominateur, produit que nous désignerons par 6i. On a 

(12) 0, («)= Iim 



" n n r- ■■ • -- l- 



Si dans la formule (7) on fait A = — -|_ (2 n-}-i) — ? il 



vient 

tn=:.m' 

Iim 

?n= — 



n r- . ' ,.. ] 



— -H-— (2/î-+-l)7rpJ 
(2/i-f-lj»r/) I 



Il n'y a aucun inconvénient à remplacer par — m' la limite 
inférieure, qui est ici — m! — i ; ceci revient à négliger le facteur 



1+ , 

il \ w . . . w 

2 2 



qui tend vers l'unité, quand iri augmente indéfiniment. On a 
donc 



"— " cos 



(13) 9.(z) = lim JJ l- " ^ — i 



«=— n'— I 



10 
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En groupant les facteurs deux à deux, on écrira 



(i4) ^'l^) 






11=: O 



et Ton démontrera la convergence comme précédemment. Ainsi 
la fonction v est exprimée par un quotient de deux fonctions 
synecliques, 

Application à la fonction [l, 
129. La fonction paire p (z) admet les zéros simples 

4 

et les mêmes infinis simples que la fonction v (z). En inté- 
grant le long d'un parallélogramme analogue au précédent, on 
verra de la même manière que l'intégrale 

iTzi j fA (z) « 21^' J ^î*(2) 

est nulle. On a donc 

z 



1 — 



(i6) ^(z)=rliiîi Jl i 

1 f . 

- 4-(2/2-f-l) — 



m 



Les facteurs du d^omînateur forment la fonction ôj Iz) ^ ceux 
du numérateur forment une nouvelle fonction synectique que 
nous appellerons d» ( z), 



{il) 9,{z) = liin 



- n n r h — 1 



J 
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Si dans la formule ( 7 ) on fait A =2= ?t «/, il vient 



m^^m 



[^ CCS ( 2mtp I 
.: 1 l=.Aji L 
, . ft) ,1 cos 2nnù 
(2iw+i);|H-««'J ^ 

et par suite 

"^"' cos {— inicp] 

(,8) «,{«) = lim Yl —^^ ^ • 



cos 2 /l TTO 



OU, en groupant le$ facteurs deux à deux, 



2 7r 2 



(lû) ©,(z) = cos— ^ T\ \l — 



«=i 



Il en résulte 

application à la fonction i. 
130. La fonction X(z) s' annulant pour ^:=o^ iiôùs dédui* 
rons son développement de celui de la fonction —^ ^-1^, 

dont les zéros sont a= — z^-hm-'-h n(ù\ On aura ainsi au 
numérateur de X (z -}- ^«) la fonction 

nz=w' m=z:m' 

Z 



wii- n u - 






Sî dans la formule (7) on fait h z= — Zf^ — ^ H- ww, il vient 



Hm n 



m=.m 



I — 

m= — m' — I 






i f _^ 2 /î TTP I 

î:: ^ J . 

1 2 « TCÛ 1 

<k) 2 *^/ 



2 

cos 



10. 
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ei, par suite, le numérateur prend la forme 

MMi™ n — — ^^ — "^ 



»=-„' co» 



/ a ic s, n \ 



COft 



Nous supposerons le facteur ^(^•) joint à celui qui correspond 
à n = o. Faisons maintenant diminuer Zq jusqu'à zéro \ les 
facteurs, qui correspondent à des valeurs de n différentes de 
zéro, deviennent 

(air* TT \ 
1 — — a « irp I 

cos I 2/i7rp I 

celui qui correspond à n = o , savoir 

. r2Tr(z-h««) . Tr"| 
-t — =i = _— cos ^ ^4-- [y 

cos ^-f--) — sm ^ -* 

se réduit à 

(2 ïtï n 
h - 
« a 



2tr 



Ainsi le numérateur de X (if) pourra être représenté par 



"=" cos 



(27rz ir \ 
1 2 it Trp I 



fi=-n' cos 



pourvu que Ton convienne que cos ( 2m:pU pour n = o, 

au lieu d'être égal à zéro, sera égal à • 

(là 

En mettant à part le facteur — sin , qui correspond à 

71 = o , et groupant les autres deux à deux, on aura 

27r3 



"=«> ' sin» 



w . 27r2 -r-r 1 d) 



(22) ©3(3)= — sin TT \ ^ :~1 

^ ^ ^ ' 2 7r w XX \ Sin^2n7rp 



n=i 
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131 . En résumant ce qui précède , nous voyons que les trois 
fonctions elliptiques ^(z)^ i^i-^)? ''^(^) s'expriment à Tâide 
des quatre fonctions synectiques 

I 

M») 



-=» r ,i„.£if "j 

11 L COS*(2«-|-l)7rp J 



n=o 



6,(z) 



~ 11 L* sin'{2iH-i)jr(> J ' 



(ï) 



n=o 



G, (z) = ces — 1 1 \ I r:: — / ' 

^ ' 0) X X \^ ces' 2 /l wp / 



n=i 



93(*) 



« . 2ir» -rx I » I 
= — sin Il \ I :— /• 



n=4 



Ces produits sont convergents dans tous les cas. Si Ton pose 

^ = e^^^\ en supposant J>o, on pourra les mettre sous 
la forme 



n— « I 4- 2 7*'»+' COS ^ 



,2(2/1+1) 



9(.)=IX 



«A 



n=o 
n=oo 



(,_|.^2l,+.j2 



\ — 2 gf'«-»-' cos ^^^^— H- y=^(2«+') 

M») = n ■■ ^^' ' 



(H) 



«=o 



(l — ç2»+«)» 



ôj (a ) = cos TT 



"-* I -h 2«=«cos-i— - + q''' 
:tnz -m-r W 



(H-^»«)« 



It=l 

n=oo 



^nz 



o4z) = 



I — 27"» cos 

_8m — n 



4n 



27r 4) 



1 



2M \2 



« = l 



^«; 
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Ces fonctions sont celles qui ont été trouvées par Abel et 
Jacobi, à des facteurs constants près. Mais nous préférons, 
pour étudier leurs propriétés , les conserver sous les formes 
^(io),(i3), (i8), (21), sous lesquelles elles se sont présentées 
d'abord , et que noUs écrivons de nouveau : 



"— " COS I ( 2 H -K l) Ifp j 

e(z)=lim IT S^-î^ ^ J, 

^ ' IJ. COS (2/ï ^- l) Trp 

11= — n' — 1 

9.(0 = lim n — ^ 

COS 



(in) 






11= — n' — I 



"~" COS 



[^-C^^ + O^p] 



(2irz \ 

„^,^ = .„.. 11 — " ^ 



COS 2 A Trp 
n= — n' 



"=" COS 



(2ïr* ir \ 
1 2 /i irp 



B=— n' COS 



{^--^nn) 



\ 
en convenant que, dans cette dernière formule , le diviseur 

qui correspond à n = o , au lieu d'être nul , est égal à • 

Si , dans les deux dernières formules, on remplace T indice 
inférieur — rJ par — »' — i, afin de le rendre le même que 
dans les deux premières , nous introduirons un facteur nou-< 
veau 



rH-2(«'-Hi)irp I cosi 1 |-2(i?'-|-i)irp 1 

'. =i nii = . I ., j 

[^4-2(/i'4-i)7rpj 



COS2(»'-f-l)irû 

^ ^ ' COS 



27r«« 



qui devient égal k e " , quand n' augmente indéfiniment , « 
la quantité 5 étant toujours supposée positive. On pourra donc 
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mettre les deux fonctions ôj , 0, sous la forme 



nitp\ 



'^Tf "=« ces ( ^-^ — 2 

6» 






, « 



e3(z) = ^ " Jin» n — /^ \ 



n=— n'— I COS 



'ihTStl 



En examinant les quatre fonctions 6 , 0i , ôs^ 0$, telles que 
nous venons de les écrire, on reconnaît immédiatement qu'elles 
sont comprises dans la formule générale 

(V) «(.)..=* - Hm n r" ' -V' . 

«=-«'-, cos a-— (2/H-I— 6)7rpJ 

quand on donne à chacun des deux indices aelb les deux va- 
leurs o et I . On a , en effet, 

9=00,0? 01=3 01,0» ^2=^0,M ^3 = ®i,f 

Toutes les fonctions elliptiques s^ expriment 4 l'aide de ces 
quatre fonctions , de la manière suivante : 
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CHAPITRE III. 

PEOPRIÉTÉS DE hk FONCTION 0. 



132. Nous avons fait voir que Ton peut exprimer les fonc- 
tions elliptiques à l'aide de quatre fonctions synectiques com- 
prises dans la forme générale 

^itz i «=»' cosl hû (2/1-4-1 — ^)^p| 

{f)B{zU = e- lim U ^ "^ =rJ. 

«=-n'-l cosl «-—(2/14-1— 3)irpJ 

Nous nous proposons actuellement d'étudier les propriétés de 
cette fonction O, qui dépend des deux indices entiers a et b. 

Nous remarquons d'abord que toutes les valeurs entières 
des indices se ramènent aux deux valeurs o et i . En effet, si 
Ton augmente l'indice a de deux unités, on augmente l'arc 
de TT ; les deux termes de la fraction chaugent de signe, et la 
fraction conserve la même valeur. On a donc 

D'un autre côté, si Ton remplace b par £+2, on a 

^^g* 4ff*t "="' cosl -^-i-«-— (2/1— I— ^)irf) I 

e(z),^6^,=:e ^ ^ " lim 13 —L ^ ^ J 



«=:— n'— I COS 



j^a^ — (2/ï— I— ô)7rp j 



On introduit ainsi dans le produit un facteur nouveau, celui 
qui correspond kn = — n! — i, et l'on supprime au contraire 
le facteur qui correspond à n t= w' j le premier, 



|^-^+«-+(2/i'-H3H-^)irpJ 

tf--h(2/î'4-3-4- b)i:p 



COS 



— 2îr«£ 



a pour limite e ^ , quand n^ augmente indéfiniment ^ le se* 
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cond, 

h a-— (a/i'-f-i — ^Jffp I 

ces I a {2 /î'-4-i — ô)irp I 

a pour limite e " , en supposant toujours s positive. Par cette 
modification , le produit est multiplié par e ** ; le facteur 

t\'îtsi 

e " étant introduit en avant, rien n'est changé dans l'expres- 
sion, et l'on a 

(3) ®a,6+2=®a,6- 

Ainsi la fonction n'admet que quatre valeurs différentes, 
celles que nous avons examinées précédemment. 

133. Sur les expressions (I) du n** 131 , on voit que les trois 
fonctions d, di, Q^ sont paires, et se réduisent à l'unité pour 
z = o ; la fonction dg seule est impaire et s'évanouit avec z. 
Sa dérivée devient égale à i pour z = o. On a en général 

(4) e(— «)«,*=(— i)"'*e(z)a,6. 

Les deux fonctions 9, dj admettent la période - ; les deux au- 
très 01,08 admettent la période co, mais elles changent de 
signe quand on augmente z àe — On a en général 

2 

(5) e(* + ^)^^=(-,)*e («)..*. 

Si , dans la formule générale^ on remplace z par z + &)', il 
vient 

ai^n» »=«' cosrî^-hfl!I-.(27i~i-%pl 

n=-:7i'— , cos a- — (2«-hi— ^)irp I 
en divisant cette valeur de 0( z -f-»') par celle de© (z), on 
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obtient 



n—n' [air» w , ,v I 

e(f) 11 fair* ir , ^^ T' 

«=— n'— iCOsI ha (a/i-hl — A)irp j 



et, en supprimant les facteurs communs, 



ha — h(2/i'-+- 3-1- 6)ffp 

èosl 1-« (a/î'-f- 1 — ^)7rp 1 






— 4f*' 



Cemultiplicateur a pour limite ( — ij^e^^^*"*"'^^' tf •* , quand 
nf augmente indéfiniment ; on a donc 

ou bien 

On voit par là que les fonctions n'admettent pas la seconde 
période w', mais que lorsque l'on ajoute &>' à la variable, cha- 
cune d'elles se reproduit multipliée par une exponentielle. 

134. Si , dans la première et la troisième des formules (III) 
du n° 131 , on remplace z par -3 + 75 on a 

/ V "--'* COS 1 (2/l + l)7rû 

\ 4/ ■*--■- COS(2/l-f-l)7rp 






COS t 1 inizû 

Ô2 2 4- 



-4)="- n 



ces n n vp 

n= — n' 



En comparant ces deux expressions à la deuxième et à la qiia^ 
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trième formules, on voit que les rapports 

sont constants. On obtient leurs valeurs en faisant z = o ou 
z = — y y ce qui donne pour le premier Oljj 



I 

ou — j—^ 9 pour 



le second — 7— r-- D'ailleurs, les quantités 0i (7 | > ôa (tI sont 
égales entre elles^ puisque X ( -^ j = 1 . D'un autre côté, on a 



(i)=J 



(a 



il en résulte 



•■(?)"■ ^^ 



S'U =*'} 



(8) 9(^)=_L^ = -L--«:V^. 



On a donc 



0(2+7) ^Az-hK 



(à 

4 



ou bien 



9.(*) -9,(a) 



= ^, 



(9) 



9,{z) "~ e,(ï) -V*' 



Ainsi quand on remplace z par son complément y — z , les 

fonctions et 0i, 0j et ^s, se permutent F une dans l'autre à un 
facteur constant prés. 

13S, En remplaçant de mème^ dans les deux premières des 
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formules (III) du n® 131, z par z H > on a 

— .«' /a ira \ 

2/ J-A C0S(2/I -|-l)ffp 



n=^ii'— I 



li— «' /air» ir \ 

, ,. "-" ces ( 1 2llicp ) 

0. z-H^)=lim n -V ^^ T' 



«=-n'-i <^0» 



en comparant ces expressions aux formules (IV) du même 
numéro, on voit que les rapports 






37rsi anst 



tf " e,(«) I? " Ô5(z) 

sont constants. Si Ton fait 



z = o ou «= ) 

2 



on trouve, pour le premier rapport, 



pour le second, 



^^ " ■■& 



1-1 ou 



€ 



— TCp 



La relation 



-..(I) 



donne 



•.(ï)=".(i> 



D'un autre côté, si dans la formule 



(4-7 = ^ 



(f) 
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on 



fait 



tù 

— 9 



îl vient 



d'où 






7r 
pi 

Ci 



(.0) -\'J~7i 









Il en résulte les relations suivantes : 



En remplaçant z par z dans les formules (7) et (i i), 



2 

on a 



0, [a-h~] ^Jz-h-\ -iifi 






On déduit de là 

Ainsi, quand on ajoute — à la variable, les deux fonctiona 

d et ds, 61 et 08 se permutent Tune dans l'autre à une expo- 
nentielle près. 
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si Ton donne successivement à h les valeurs 

(am-frijj» m-5 h(2m-hi)-T, — z, hit-9 

on obtient quatre nouvelles fonctions synectiques que nous dis« 
tinguerons des premières par un accent 

0(') = ii,„ TT -J-'L. ♦? J 

'■'- (aw + l)ir 



m=— m'- 1 CO» 



4p 



~ 11 1 ' jam+ryîr I 



'"='" CCS 



TTZ iiïir\ 

e;" = iim TT W'v*/ 

Ai /« ff 

00 / sin'— 7 

= ces -7 I I ( I 



'"="*' CCS 



[nz n (2/11 -1-1) wl 

U 4p~J 



mrr-m'— I COS 



m:=( 




7»»=. 



4p J 



'"='" CCS 







J 
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Dans cette dernière , on fait la convention d'attribuer à 
j pour m = o la valeur y 

Supposant toujours la quantité s positive, nous mettrons la 
seconde et la quatrième sous la forme 

_, ^f [Ttz mit 



n -. 

m= — m'— I ^®* "T"" 

6^'^=e '■' lim TT — A!î ? iPi, 

«=-^'-, cos ( - — — - ) 

et nous les comprendrons dans la formule générale 

ces — ;- H- « ^ L- 

La . 4p J 

On a 

•, 0» I O.l' 3 1,0' 3 1,1* 

Dans l'expression des fonctions elliptiques au moyen des fonc- 
tions ou 0(^\ on peut remarquer que les deux indices aeib 
se trouvent permutés. 

La fonction 0^*^ jouit de propriétés analogues à celles de la 
fonction 0. On a 

e(')(2+ <.'),,, = (-,)* 0(0(2),^,, 

138. On peut ramener les unes aux autres les fonctions 
et 0''\ Nous remarquons d'abord que la fonction paire 

II 
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ne devient ni nulle, ni infinie, pour aucune valeur finie de z 
et se réduit à Tunité 2 = 0. On a, en vertu des relations 
établies précédemment, 



W « a TT «« 



/(* + «') = «"'?'•« " /(*). 

On en déduit 



dz w' (Iz 

r/.log/(z4-&»') ___4^'' ^ log/(g) 
dz &> t/s 

et, par suite, 

rf' log/(g H- «^) _ d' log/(z) . 
rfz' ~ dz" '" 

les fonctions 

^iog/(g) _jr_(z] d^H/(z) ^ /(z)r(z)^r^z) 

dz -/(z)' dz^ [/[z)Y 

sont monodromes, comme la fonctiony(^) ; la dernière admet 

les deux périodes - ? co' ; mais cette fonction doublement 

périodique, n'ayant pas d'infini dans le parallélogramme des 
périodes, puisque la fonction f (z) ne devient ni nulle ni 
infinie, pour aucune valeur finie de z^ est une constante, et 
Ton a 

d où 



dz' ' 



— = a 3 -4- p. 



dz 



La constante |3 est nulle puisque la fonction f {z) est im- 
paire. Quant a la constante a , on la déterminera en remar- 
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quant que raccroissement a - ou «to'de la fonction — ^^ ^ * > 

2 <;?3 



a> 



pour un accroissement - ou w' donne à la variable z, doit être 



2 

, , , 2 TT I , 4 ^ ' • /• • 4 ^ ' 

égal a — — ou a -=; — , ce qui lait a = -^— r- 

On a donc 

£]og/(fj _ 4_ff_£f 



et, par suite, 






CiXM . 
9 



d'oij 



2W«'ï 



(l8) , 0^O(3)4^„=e "« e(z)a,4. 

139. Il existe une relation très-remarquable entre les fonc- 
tions 0, qui correspondent à des modules complémentaires 
h et A', Nous avons vu (n° 107) que, si l'on appelle w et w' 
deux périodes elliptiques de la fonction X (z, /r), la fonction 

X (z, //) admet les périodes elliptiques — 2 «'/, — > dont le rap- 



port est — j— La formule (i) devient 

hTtz "-" ces ( -7-. -h « (2 /i -H 1 — Z») -^ ) 

0(.,/^')„,,:=. - lim n ^ / ^ iTT^Î 

„=_„'_, cos ( « - — (2 /ï -H I — ^) 7- j 

• en la comparant à la formule (17) on voit que 

Nous avons groupé les facteurs par files parallèles à la 
direction o) ou à la direction w' 5 on peut encore les grouper 
d^une infinité d'autres manières, ce qui conduit à de nouvelles 
fonctions synectiques. Imaginons en effet que l'on remplace 
les deux périodes a> et o)' par d'autres périodes Wi et &)', for- 
mant un parallélogramme élémentaire et que l'on groupe les 
facteurs par files parallèles à l'une des périodes Wi ou w',, nous 

II . 
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obtiendrons de nouvelles foncions synectiques différentes des 
premières. Mais toutes ces fonctions se ramènent à la fonction 
0, comme nous allons voir. 

Equations différentielles auxquelles satisfont les fonc-- 

tions 0. 

140. Reprenons la relation (6) 

En prenant les logarithmes, et différent! ant, on a 

<f loge (« -h«') 4^' <^.loge(«) 

dz b) dz 

T r • j d\oa^{z) »'(«) . . ,1 

La fonction monodrome — ^, — ^ ou — f-r est impaire: elle 

dz B(z) r 9 

admet la période -9 et, quand on ajoute &/ à la variable, elle 

éprouve un accroissement roostant — - — • En différentiant 
une seconde fois, nous aurons 

d} log (z -4- «') _ f/» log e («) 
dî" ~" dï^ 

.. . I ^ . j r/»ioge(z) ee' — e'^ , 

Ainsi Ja jonction monodrome 2- ou admet 

dz* 0' 

la seconde période w'. C'est une fonction paire doublement 

périodique du second ordres le parallélogramme élémentaire, 

formé sur les deux périodes -? w', est la moitié du parallélo- 
gramme relatif à la fonction X; elle admet comme infini 
double, dans chaque parallélogramme élémentaire, le zéro 
de la fonction situé dans ce parallélogramme. On pourra 
donc l'exprimer aisément au moyen de celle des fonctions X*, 

— 5 — j -» qui, aiyant les mêmes périodes, admet le même infini 
double. Si, par exemple, on considère la fonction 6,, on aura 
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On peut déterminer les coefficients par les considérations 



suivantes. 



141. Les fonctions elliptiques X, |i, v sont définies par les 
équations différentielles 

(^y=(i-v)(i^/-v)=i-(n.^')v-f.x-v, 

que Ton peut mettre sous la focme 

En différentiant, on obtient les équations du second ordre 

rf^logv , /'' ,,,, ^" 



Si dans les premiers membres on remplace ^, |!x, v par leurs 
valeurs au moyen des fonctions 0, ces équations deviennent 

Ces quatre quantités égales, étant des fonctions doublement 
périodiques qui n'ont pas les mêmes infinis, sont égales à un 
même constante a. 
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En faisant 2=0, on obtient la valeur de cette constante 

(22) a = 0"(o)H.A»=©:(o)=ô;'(o)+i. 

142. Dé quelque façon que l'on prenne les fonctions 0, 
elles satisferont toujours aux équations diffërentielles (21)^ 
seulement la valeur de la constante a changera. On peut donc 
considérer les fonctions 0, que nous avons étudiées jusqu^à 
présent, comme des intégrales particulières des équations (21); 
les intégrales générales sont 

h/3«H-'/ 

|3, y étant des constantes arbitraires. 

143. Voici encore une propriété de la fonction qu'il est 
bon de remarquer. La fonction monodrome paire 

est doublement périodique, aux périodes - et «'5 elle admet 
comme infinis doubles les zéros de0 (2); on Texprimera au 
moven de celle des fonctions X*, — » --» -- qui admet le même 

X' ft^ v' ^ 
infini double-, il faut prendre la fonction avec les mêmes 
indices au numérateur*, mais les indices de & [z) au dénomi- 
nateur pourront différer des premiers. 
On aura , par exemple , 

la fonction devant s'annuler pour z?=-ta, et se réduire à 
l'unité par -z = o. 
On aura , de même , 
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CHAPITRE IV. 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLilPTlQUES EN SÉRIES 

9 

CIRCULAIRES. 



Déi^eloppement de la fonction 0. 



'Xlt Zl 



144. Si Ton pose r = e " , la fonction @, admettant la 
* période co, est monodrome par rapport à t ^ d'ailleurs elle con« 
serve une valeur finie pour toutes les valeiurs de t^ excepté pour 
« = o et f = 00 • en vertu du théorème II (n^ 30), elle se déve- 
loppe en une double série convergente sijivant les puissances 
entières, positives et négatives de t. 

Quand on remplace/ par z A — > on change le signe de t, 

La relation 



^("^iL=(-'^*^(^^'"*' 



démontrée au n^ 133, fait voir que la fonction ne change 
pas si b est pair, et change de signe si b est impair. Dans le 
premier cas, la série ne contiendra que les puissances paires 
de t, dans le second cas que les puissances impaires. 
Cette série sera donc de la forme 

m = -h oc , , . a TT «t 

(2 m -4- o) 

e(z).,4= 2 '*-^""* 

»I = 00 * 

I 

145. U s'agit de déterminer les coefficients Â^"*^ Si Ton 
remplace z par -z -h &)', il vient 



De la relation 






6) 






B{z+o:),,i = {-iya--'^P'e " e(z),.4, 
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démontrée au même numéro, on déduit 



e (J -H ^%6 = (— iYv-^^P^^AC-^e 



[a(m-i)H-£»]-— 






la comparaison des deux valeurs conduit à la relation 

En donnant successivement à m les valeurs o , i , 29..., 



m — I , on a 



A"=(—i)''^(^-^*) *''''* A', 

d'où Ton déduit, par la multiplication, 
On obtient ainsi l'expression 

"*""*' 27r«|(2ffi-hi)-H-(m'4-»ii)p j 



*» = — » 



que Ton peut meitre sous la forme 



a^h, m =.-4-00 



(,) e(z)..i = AM(-i) ' 2 ^-^"f" 



i7ri|(Qm-hi) - H- (2i»-h6)*£ | 



m=— 00 



Nous avons affecté la constante A , c'est-à-dire le coefficient 
du terme correspondant à m == o, des deux indices a et 6, 
parce que la valeur de ce coefBcient dépend de ces deux in- 
dices, et nous avons compris dans cette constante le facteur 

a} h Tt b* pi 

Puisque 
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il est clair que 

Si dans la formule précédente on remplace b par A -h 2, 
on a 

en observant que ( — i)""' = ( — 1)"' = ( — i)**, ou 

Mais on sait que 
On en déduit 

Ainsi toutes les constantes se réduisent aux quatre suivantes 

ApjOj A|,o, -A-o,! j A|,i . 

146. On peut faire dépendre ces quatre constantes de deux 
d'entre elles. Dans la formule (i) faisons b = o ou i = i, 
no us aurons 

.^ 2îri|(2/w-|-i) --+-(2m-+-i)»Ç 1 



et, eu remplaçant dans la première z par z H > 

(.y\ 27r« |2m--H(m*-f.w)ol 



2 

=: e 






TT 2 W «I 
/9« — 



a' TT . 2 7r«i 

— — ^pl A 

/ N 2 2 "^ ùt Aa, -. / » 
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On en déduit, en donnant successivement à a les valeurs o 
et I, 

B (z-i — ] _!I^_ 'LUI! 

2 / A, ,9 2 w 

— — c e ; 



'•0,(3) A.. 



en comparant ces équations aux équations (11) dun" 135, ou 
obtient les relations 

Aq, I __ A|^i _^^ I 
A,,o A,,o ^ 

on a donc 

A— Afl, » 
a, I y— ' 

ou, plus généralement, 



( 2 ) Afl, 6 = A«, « ^ 

Ainsi toutes les constantes se ramènent à deux, Ao,o ^t A^o* 
147. De la formule (i) on déduit 

e{z),,.= K.^e \ «' /' 

î jr i (îBi -H- m'p) 

0(z),. = A,,. 2](— r^ V " /• 



&> 



Si dans cette dernière formule on remplace z par ^-f- -, 
il vient 



0U + 



I) =A,..2'^"'("'"'"'') 



Ao, 
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En vertu de Tune des relations (9) da n** 134, on a 

et en général 

(3) A«,, = A„,o^' 4 . 

La relation (2) devient ainsi 



(4) A,,A = A„.„A-' ^ A 



. /| 



et l'on arrive à la formule générale 

(I) 



#ît=00 



X 2 ("')' 



ni=— 00 



qui représente dans tous les cas la fonction 0. 

148. En appliquant cette formule générale aux quatre fonc- 
tions 0, on a 

- m=oo . ( imz . \ 

m=:— 00 

TO=oo /imt . \ 

(II) / "=-" ^ 

m=oo .r(2TO-hi)5 , «T 



/W= — OC 

m=oc 



~/A ^ •''"'[ ^+ •im+O^n 



TO= — OC 
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Sî Toa groupe les termes deux à deux, ces formules de- 



vienneut 



(iii) 



9(») 




IMssOO 



I-f-2 



2 



m=i 



e cos 




«.(»)= 



\/F 



mzsoo 



AI w-« . im^Ttpi ^m 



COS 



TO=I 







e,(z) = 



w=oo (2yiiH-i)'7r/9i 

2A ICI ^ 2 a(2/ii-t- i)wz 



v^ 



»f=0 



COS 



fù 



«^w=^ 2 (-') 



(am-M)'ff/9t 



2(2/w -|-i)7r« 



V^/tX"' 



sm 



6> 



m=o 



En représentant par qf la quantité g'^'^^\ on mettra ces for- 
mules sous la forme 



f 



m =100 



4/n7rz 






!9(z) = A 1+2 2 ^'•'cosi^ 



m=.i 



(IV) I 



[m=:oo «^ 

m— I . J 



/W=ÔO 



0,(Z) 



2Ay/q «r< -f,„-L.,, 2(aw-f-i)7rz 

= pr-^ > ^■•('«+«; COS — ^ i 5 



^3(2) 



ikyjq 



m=o 



m =00 



( — i)"**/*'^'""*''^ sm — î^ ~ — • 



m=o 



Ces dernières formules sont celles données par Jacobi, à 
dc\s fadeurs constants près. 

149. II reste a déterminer la conslanic A. Voici rarlifice 
imaginé par Jacobi. 
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Si Ton pose j: = ? et si l'on représente par <f((/) cha- 
cune des deux fonctions de <jr, 

w=oo ^ n=:oo 

n=o n= I 

égales entre elles, en vertu des relations (i 4) et (16), du n^ 136, 
on a , en comparant la seconde et la quatrième des for- 
mules (II) du n^ 131 et (IV) du numéro précédent, 



11=00 



TT [i — 2Ç'"+' cos2x-t-^'('"-**'^] 



11=0 

m=ao 




I 4- 2 V' ( — I )*" q""* COS 2 mx 



Ànx TT (i — 2 y"» COS 2a: -h^*") 



m=oo 



= «p(^)^ (— i)'"<7'" (•"+•) sin(2m H- i)^. 



m=o 



Les deux membres de chacune de ces égalités sont identi- 
ques, quelles que soient a: et ^. Remplaçons q par g*j et mul- 
tiplions membre à membre, en remarquant que le produit des 
deux premiers membres donne le premier membre de la 
seconde égalité, nous aurons identiquement 




W=:oc 



?(7')M '"+"2 51 ( — i)^9""'c0S2/Wj: 



WÎ=I 

W=:oo 



X y (— i)'"7^'"^''"-^'>sin(2m-|-i)x 



m=o 



? ( 7 ) 2 (—')'" 7'" ^"■"*''^ si" ( 2 W -4- I ) .r. 



m-j=.o 
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En égalant les coefficients des termes en sinx, il vient 



in=oo 



?(9)=?(y'r. 2 r^"^'^. 



Mais si dans la seconde des égalités primitives on fait x =r — ^ 



m:=o 

'>. 
on a 

n=:QO 10=00 

on en déduit la relation 

^= n (■+'••)= niEf:- 

n=i ns=:i 

OU 

1=00 ll=QO 

n=i n=i 

En remplaçant de nouveau q par 9* et ainsi de suite indéfi- 
niment, le module de q étant moindre que Tunité, on arrivera 
à r unité comme valeur constante de cette fonction *, on a donc 



T(9)n('"~^'")='î 



nrsi 



d'où 

n=QO 



?(?) = nr:^ 



9"»' 



n=i 

et, par suite, 

n:=oo 
n = o 

En comparant cette formule à celles du n® 136, on obtient 
la relation 



(8) 



I / W 
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150. On a ainsi pour représenter les fonctions la formule 
générale 

a^h . (— 1)« — I (— 0*— I 
/-- — Tri -i <■ ^ 

, . , /27r 2* , 2 2 

%[z\,h'^ \l — e h' k 



m-=i — 00 



et des quatre fonctions sont exprimées par les formules parti- 
culières 



m= oo 



G(z) 



i/— 11 + 2^' 7'"'C0S 



ù^m'KZ 



> 






(VI) 



^— lit— \*j —m 

m=oo 

/ V I7.T, k,- y^\ , . , 2(2/11 -|-l)7rZ 



m =00 



9,(z)= ay/^ {/? 2 (-•)'" î""^"""^ *'" 



. 2(2/114- IJTTJB 






151. En faisant z = o dans les trois premières formules, 
on obtient les relations 



m=QC 



(9) \/£; = '+^2 î""' 

m=.\ 
m=oo 

^"'' V ^ = ' + * 2 (—')'" -7"'. 

m=oo 



>ll=0 



qui déterminent la première période o) et les modules A et V. 



176 LIVRE IV. 

En prenant la dérivée de la quatrième, et faisant z = o, on a 
aussi 

152. La comparaison de ces formules avec celles du n^ 136 
conduit à des relations remarquables entre des produits d'uu 
nombre infini de facteurs et deS séries ordonnées suivant les 
puissances croissantes de la variable. Eu égalant les valeurs 

de i/ — ^î ^® v — eidei/ kkf l — \ t et remplaçant dans 
celles-ci <jf* par ^, on a les relations 

m= I ^ m= I 

"*=* * ^^. """^ «(■H-O 

('4) nii:^=i;^ • ' 

m=:o m=:o 

m=co m=oo 

I 

(i5) IJ (i- ?»-+?= 2 (-i)""(2«i + i)7 



("+») 



TO=o m=o 



Déi^eloppement de la fonction X. 
153. Proposons-nous maintenant de développer la fonction 

elliptique ^(2). Nous posons toujours t = e *" . Aux valeurs 



qui rendent la fonction infinie, correspondent les valeurs 

2 n-hi 






^ =±e ==±7 ^ 



dont les modules varient en progression géométrique et les 
arguments en progression arithmétique. Ces deux séries de 
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valeurs de t foroient en quelque sorte deux spirales qui, d'un(; 
part s'éloignent à Tinfiui, et d'autre part se rapprochent indé- 
fmiment de l'origine. De Torigine comme centre, avec des 



2fl — I 



an 



rayons égaux aux modules àe q ^ et de y ^ ^ n désignant 
un nombre entier quelconque, décrivons deux cercles, la 
fonction X sera développable en une double série convergente 
suivant les puissances entières, positives ou négatives de la 
variable t entre ces deux cercles. Il est aisé de voir que quand 
ie point t tourne indéfiniment sur une circonférence ayant 
pour centre Torigine, le point z décrit niîe droite infinie 
parallèle à la direction w. 11 en résulte que, si Ton remplace 



27m 

(à 



t par a "" , on aura une série ordonùée suivant les puissances 
de l'exponentiel le et que cette série sera convergente pour 
toutes les valeurs de z situées dans la bande déterminée par les 
parallèles à la direction «, menées par les points 



Z~:(2/l — 1) — ^ 2=(2«-hl)--f 

2 2 

Il faudra une série particulière pour chaque bande* 

Supposons d'abord n = o^ le développement relatif à t . 

s'effectuera entre deux cercles 
ayant pour rayons les modules de 



Fig. 27. 




n/? 



et àeslq, et relativement à z 



H 






tt> 



entre les parallèles G' G, H'H 
(fis* ^7) lïienées^à la direction w 

" .. «' 
par les points \z = ? z= — 

La fonction X (s)- étant impaire 
et changeant de signe quand on 



augmente 2? de ~ 9 on a 

2 



m=oo 



[ 



(2m-f-i) 



2 7r«t 



bi 



— ( '2 /W -i- 



. 2 7r«tl 

— ]. 



12 
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loi. Voici comment on peut déterminer les coefficieuts 
de cette s»éne. 4p^*^^ avoir multiplié tous les termes par 

(am-t-i) ^ ^ « 6) 

lÊ ** , intégrons de à -h - suivant le chemin rec- 

2 2 

tiligue A'A, nous aurons 

6* 

/H , .1 ItMt 



'i 



Portons dans la direction &/ la longueur OB égale à n!t»/ cl 
considérons 1- intégrale 



-î /m*) 



( 1 W -h 1 ) 



Cit 



r/2, 



prise le long du contour fermé A'ACDA', tracé, comme l'in- 
dique la figure, de manière à éviter les infinis. La fonction re- 
prenant la même valeur aux points correspondants des deux 
lignes AG et A'D, les parties de l'intégrale relatives à ces deux 
lignes se détruisent. D'un autre côté, si Ton augmente n' indé- 
finiment, la partie relative à CD devient nulle; car, si Ton 
pose z = w'w'-H js', on voit que l'intégrale 






relative à cette ligne diminue indéfiniment. L^ntégrale prise 
le long du contour fermé se réduit donc k la partie A'A. 

On sait que le résidu relatif à Taire plane A'ACD est égal 
à la somme des résidus relatifs à tous les infinis compris 
dans cette aire plane. Ces infinis sont disposés en deux files 
reclilignes OB et AC. Pour passer de la première file fi la 



&> 



seconde, il suffit d'augmenter z de-; ^ («) et l'exponentielle 

(2m-f-i) 

e ^ changeant de signes à la fois, leur produit re- 

prend la même valeur, cl., par conséquent, la seconde file 



• I 
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donue les mêmes résidus que la première. Un infini quelcon- 

que de la première file est de la forme (2/* -f- 1) — ; si Ton 
pose 






2 
il vient 

"Xi z) = -7- — r-j 
^ ' k\[z') 

cl l'on a h calculer l'intt'grale 



( a «H- 1) 






*)' 



le long d'un pelît cercle décrit autour du point (2W-Hf)— 9 
ce qui donne 

. 'jn-f-i 

On a ainsi 

2 f if -+- 1 

n=:oc an-+-r 

et, par suite, 

/-.«Tx ^ / \ Sîry^o ^ri «/«^ ,27rz 

(VII) x(,)==_lZ 2t=7S:.««(-'" + -)— • 

,155. De cette série établie pour la bande comprise entre 
les deux parallèles menées à la direction tù par les points 

z =i et z = — 9 

2 2 

on déduit aisément celle qui convient à la bande comprise 
entre les parallèles menées par les points 

fa/t — i^ w' (2/1 ■+-i)&/ 

z == i '■ — et » = ^ — ' ' — • 

2 2 

Car si Ton pose 



7 j -' 



z = /z 6i> -f-2 9 

12. 
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la nouvelle variable z* restant comprise dans la première 
bande, on pourra appliquer la formule précédente, ce qui 
donne, en remplaçant jz' par z — no)', 



IM=0 



Dév^eloppement de la fonction (x, 

156. Les mêmes considérations s'appliquent à la fonction [x. 
Celte fonction ayant les mêmes iniinis que la fonction X, le 
développement s'effectuera dans les mêmes bandes. Cette 
fonction étant paire, et changeant de signe quand on augmente 

z de -î le développement sera de la forme 



m=.oo 



^^ • I (jw-hi) — ('im-i-i) I 



m = o 



En nous bornant à la première bande, nous déterminerons 
comme précédemment les valeurs des coeflBcients, et nous 
aurons 



»l=OC 



/,^v / \ BttV^ v^ 7"' , • .2 ira 






D enveloppement de la fonction v. 
157. Cette fonction étant paire et admettant pour première 



6) 



période -? le développement aura la forme 

TO=oo / l^fnTzzi ^mitsiX 

V (2 ) = c. -f- 2 c« v"~^ + e~ "^^ j ■ 

Nous nous bornerons encore à la première bande, comprise 
entre les parallèles G'G, H'H (/ig*. 28). En intégrant de — y 
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à -'> suivant le (hemin rectilîgne A'A, on a 
4 



6J 






(z) dz. 



Prenons la longueur AE égale à w', et considérons Tîntégrale 
'^' - I v(-z) dz^ prise le long du con- 

tour fermé A'AEF; les portions re- 
latives aux côtés AE, FA' se détrui- 
sent^ la fonction v(-z) changeant 
de signe quand on augmente z 
de w', la partie relative à EF est 
égale à celle relative à A'A; ainsi 
la quantité aC,, est égale à l'inté- 
grale prise le long du contour du 
parallélogramme, contour que Ton 

peut réduire à un ccicle infiniment petit décrit autour du 

point z = — Si Ton pose 




1 



^1 



on a (n" 100) 



4^ 



•'('^ = -'•7(7) 



Cl Ton obtient — pour valeur de l'intégrale, ce qui donne Je 
premier coefficient 






&) 



On obtiendra les autres coefficients en intégrant suivant 

l\mix fi 

A'A , après avoir multiplié par c '^ , ce qui donne 



0) 

T 



2 /*^ 
C« = - 1 V (z) 



i\ m Tt zi 



^J 



(Iz, 
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Prenons la longueur AC égale i n'co^ et considérons Tinté- 
grale prise le long du contour du parallélogramme A' ACX)^ la 
partie relative à CD devenant infiniment petite, quand vl 
augmente indéfiniment, il suffit d'évaluer les résidus relatifs 
à la file d'infinis situés dans ce parallélogramme. Si Ton 
pose 

Z =r (2/1 -f-ll— -!- Z , 



on a 



v(r)=-~/(-i)'!^l, 



ce qui conduit à la valeur 



ll=:00 



» -^ ^ ' ' w 1 -h y^'» 



et Ton obtient ainsi la formule 



m=oo 



■ - ' ^ ^ ^ cos-^ 



,x) .,=,=^ ,+42^ 



P"« b> 



n»=i 



Déi^eloppement de la fonction t3 (z)^ 

iSS^ Les infinis de la fonction xs {z) sont les zéros de la 
Fig. 29. fonction fi{z)] ils sont représenté» 

par la formule 

5 = ( 2 w -f- 1) j -h n<ù ; 

à ces infinis correspondent les va- 
leurs f = zfc:/9"5 le développement 
sera convergent entre deux paral- 
lèles à la direction co menées par 
les points ii = n w', -s = (« H- 1) 0/. 
Considérons en particulier la bande 
comprise entre les parallèles G' G, 
H'H, menées parles points z =0, z =; w' {fig' 29). 

Afin de transporter Torigine au milieu de cette bande ^ 
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posons 



w 



2 



d'où (ii« 102) 

La question revient donc à développer la fonction -7-77 dans 
ia bande comprise entre les parallèles menées par les points 



2 ' ""2 



Cette fonction étant paire et admettant la période-) le déve- 
loppement est de la forme 






[^') 

»j=i 



L'intégration le long du concours fermé A'AEF donne le pre- 
mier coefficient D« *, l'intégration le long du contour Â'ACD 
donne un coefficient quelconque D,„. On obtient ainsi la 
série 



[m=3:C0 
m = I 




On en déduit 






__^eos(_ 2,„^p 
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CHAPITRE V 

DES QUADRATURES ELLIPTIQUES. 



159. Considérons une intégrale définie 

r 

'f{z)dz. 



i 



dans laquelle f {z) désigne une fonction monodrome double- 
ment périodique de Tordre n. Si Ton remplace cette fonction 
par son expression au moyen de la fonction du second ordre 
3L(gz,fc), qui admet les mêmes périodes (n** 78), il viendra 



ik 






L, M, N étant des polynômes entiers en 1 (g^). La seconde 
intégrale, pouvant être mise sous la forme 

X 






1 



s'exprimera aisément au moyen de la fonction A. Quant à la 
première, on peut la ramener au casoù la fraction rationnelle 

'-- ne contient que des puissances paires de i. On a ^ en effets 

L "" L' H- L" \ "" U» — L"n» ■" R ' 

L', L", M', M", P, Q, R étant des polynômes pairs -, d'où 

On obtiendrai cette dernière intégrale en la mettant sous la 
forme 
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Il reste à étudier Tîntégrale 



L 






dans laquelle P et R désignent des polynômes pairs en X. 

160. Avant d'aller plus loin, nous traiterons quelques 
exemples particuliers. Soit l'intégrale définie 



/{z) = £\{z)dz, 



dans laquelle nous supposons le paramètre g égal à l'unité. La 
fonction y*(z) n'est pas monodrome^ lorsque z tourne autour 
de l'un des points qiri rendent la fonction X infinie, elle s'ac- 

croîtde ± —r-] mais la fonction F (z) =e*/<») estmonodrome. 

A' 

Des deux intégrales recliligues 

I 'k{z)dz, I 'i<[z)dzy 

la première, ayant ses éléments égaux deux à deux et de signes 
contraires, est nulle; la seconde (il est bien entendu que l'on évite 

l'infini par une petite courbe) est égale à db — : si l'on va de 

l'origine au point z par le chemin rectiligne, ou au point 
ww-i- 2/iot)'-|- z par la ligne brisée mw -|- anw'-l- ^, on 
obtiendra la même valeur de F (^) •, celte fonction admet donc 
les deux périodes « et 2 co'. 

On obtient aisément l'expression de la fonctiony(:3) à l'aide 
des fonctions elliptiques. On a , en effet, 

/(.)=_ fie 



=-x 



, ^^M-j-X»ptî-_^pt 



=^Ilog 



d'où 

(1) / X(z)€/z=:-log-^ ' 



X 



i— ^ 
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L'inl^rale définie 






2 



se ramène à la précédente. Si Ton pose 



z = h î 

2 



on a 



a 

On obtient aussi très-aisément les intégrales suivantes : 

(3) I fx («)£/«=: -rare sin X-> (z), 

(4) f V {»)fl?5 = arcsinX(«), 

(5) r\(^-»v.=-Liog'+^M»), 



(6) 



C dz I H-X(«) 



161. Considérons maintenant l'intégrale définie 

f{z)^ £v{z)dz. 

Quand la variable tourne autour de Tun des points qui ren- 
dent X infinie, X* ne renfermant pas d'infiniment grand du 
premier ordre, l'intégrale définie est nulle et la fonction 
f [z] reprend la même valeur 5 c'est donc une fonction mo- 
nodrome impaire qui admet comme infinis simples ceux de 
X. Mais elle n'est pas périodique, parce que les intégrales rec- 
tilignes de o à o) ou dé o à &>' ne sont pas nulles. 
Nous avons trouvé au n^ 141 ïa relation 
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On en déduit 

On a de même , en vertu des relations analogues , 

r^,=(-i)^<«>-[^^i^]' 



(8) 






9 

4 



dz 



l0gô,(2) 
- J 



(10) 



t/o 



Jz 



^ 3e;(o) 1 d\0QQ(z) 



v»(zj A'' iî'=' dz 

162. Occupons-nous actuellement de l'intégrale définie 



r' dz 



Nous avons trouvé au n^ 14?3 la relation 

ô, (a -f- z) 63 (a — z) _ X'(z) 

En prenant les logarithmes et différentiant, on en déduit 

si Ton permute les lettres x; et a , il vient 

Q^s(gH-a) 9;(g-a) tf.(a)^ 2a-(a)V(«) 

63(3 + a) 03(3- aj ^0,(a) X»{a) — V(z)' 

De celte dernière relation on déduit par Tintégration 



"0 r-4 



Si l'on fait ^* («) = -» on aura l'intégrale cherchée. 
Nous avons trouvé aussi au n** 143 la relation 
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On en déduU, en diAérentiant par rapport à a, 



(f,(z^a) 9\{z^a) ^0'.(«)^, tlk^\{a)y(a)V{z} ^ 
ô,(*4-a) 0,(«— a) e.(a)"" i — X-'V(a) V (2) ' 



croù 



(a) I , ô, («—a) 



(' 



Si Ton fait X* (a) == --, on aura encore Tintégrale cherchée. 

Si le module k est réel et moindre que l'unité, et le para- 
mètre a aussi réel, on emploiera de préférence la formule (11) 
lorsque le paramètre a aura une valeur positive plus grande 
que l'unité, et la formule (i3) lorsque la valeur de a sera posi- 
tive et moindre que ft'; de cette manière la constante a sera 
réelle. Mais il est deux cas où l'on ne peut éviter les imagi- 
naires, ce sont ceux où le paramètre a a une valeur positive 
comprise entre k* et l'unité, ou bien une valeur négative. Ces 
deux cas se ramènent d'ailleurs l'un à l'autre. En effet, si Ton 

remplace z par -^ — z' on a 



ak'^ 

t — 



n — k^ [i^a)[a'-k^) 



k'^ — a^ , , / 



Posons a' = -; l'équation précédente ramène l'une à 

l'autre les transcendantes qui correspondent aux deux para- 
mètres a et a'. Si a' est négatif, a est positif et compris entre 
A* et I . 

163. Les intégrales que nous avons étudiées dans les deux 
numéros précédents suffisent pour déterminer l'intégrale 

.yF(>.')rf.. 
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La fonction rationnelle F (X*) se décompose en parties de la 
forme AX*"*j m étant positif ou négatif, et en termes de la 

forme r-r- -r;» ni étant positif. Occupons-nous d'abord dos 

termes de la première sorte. 
On a 

dl'" ^ dl 

az az 

— - = w^i-"-'— - + m [m — I À"-' -ri» 
dz' dz' \«*/ 

et, en remplaçant — ? — par leurs valeurs, * 



dz' 
d'où 



m 



[m — i)>"-'— m=(i -h ^') A'" + /w(/i?-hi)X=^)/"-^-; 



A l'aide de cette équation, quand on connaîtra i X'"""' dz. et 
I l'^dz^ on pourra calculer LX'"+*^z, et, de même, quand 

on connaîtra i X'""*"* rfz et 1 V^dz^ on pourra calculer 

/X-- ^.. Toutes les puissances paires, positives ou négatives, 
se ramènent ainsi aux deux intégrales 

que nous avons exprimées à l'aide des fonctions (n° 16i). 
Ces deux intégrales se réduisent d'ailleurs à une seule, en 
vertu de la relation (n° 141) 

d'où 
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104. Occupons-noas maintenant des termes de la seconde 
sorte. Désignons par y la fonction doublement périodique 

!•(-«) -H «1 dont les périodes sont - et 0/ et qui admet Tin- 

fini double — Si, dans Téquation 

a ^ 

on remplace X' paï*J' — «, il vient 

^^y=r- 4fl[i H- (H- /•»)«-+• A:»fl»] 

— 4[i-+-2«(i-4-X-')H-3^»fl»]j 

— 4(1-+-/'+ 3^'fl)r' -i- 4 X'.r% 

4[i 4- 2*1(1 -r A») + 3 /■'/!'] 

H 

r 

— 4(i -+-/2 4- 3/=^a) 4-4>fr'r> 

îTi -haafi -+- A^')-f-3^^rt»^ 
!: v^ i j_^ 2Â-»r. 

r 
Cette équation donnera I ~> connaissant I — (n° 162). 
De Téquation (i5), on déduit 

î^=2[i-i-2fl(i-f-*0 + 3^^fl']— 4(i4-A'4-3^'ii)r-i-6*V; 

W!s' 

(dr\^ d'Y 
^ j et -7=7 par leurs valeurs dans l'équa- 
tion 

il vient 

^i6) î^"=-4/iî(/if-i)a[n-(n^^»)«4-^'«^]j''-' 

-H 2iw{2 m — .i)[i4-2« (1+ ^')-h 3/-^fl»]^'*~' 

— 4 W[i -r /t'-l- 3/-'rt]^-h 2m(?.w 4-1) ^'jr^-*-'. 



(,5) 



//i 



('"-')^'(^)' 
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En faisant successivement w = — i, m = — 2 , . . . , on dé- 
duira de cette ëqualion 



J ?' J ?' 



Des trois transcendantes de Legendre. 

165. On rencontre souvent dans les applications des inté- 
grales de la forme 

//(.r, R) rfr, 

dans laquelle R désigne la racine carrée d'un polynôme en x 
du troisième ou du qualrième degré, et ^ une fonction ration- 
nelle de X et de R. Cette fonction pouvant s'écrire 

•^^ ' ^ P-+-QR P»~Q»R^ 

= F, (j:) -H - j^ 9 

M, N, P, Q étant des polynômes entiers en .r, F et F, des 
fonctions rationnelles, on a 

f/{x, K)d.r= J¥,{x)dx+ Jf(x) ~ 

La première intégrale s'obtenant aisément , il reste à étudier 
la seconde 



/ 



F{x)- 



Par une transformation facile, on ramène le polynôme R' 
à ne contenir que des puissances paires. Soit 

R' = A (a: — a) (.r — p)(x — 7) (:c — (î) ; 
si Ton pose ^ 

on aura 
jff.Tc [b — o)dj 



R ^A[«-a-f-.(*^a)rl[/î-K(^-Wr3[«-7+(*-7)rl[«-^-h(^^^ljl' 
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et l'on fera disparaître les puissances impaires, en assujettis- 
sant les deux constantes a et h k vérifier les deux relations 

(«-«)(6-P) + («-p)(*-«) = o, 



OU 



d' ' 



ou 



2«^ — (a + p)(a 4- ^)-+- 2ap= o, 
2<?^ — (7-|-(î)(fl-h^)-+- 27^ = 0; 

a -h p- (7 + 0^)' 
ab = «P(7-H^)- 7i{« -t P.). 

Lorsque le polynôme R' a ses coefficients réels, ce qui a lieu 
ordinairement, ses racines soiat réelles ou imaginaires conju- 
guées, et les deux constantes a et & peuvent être supposées 
réelles. En effet, ces deux constantes dépendent d'une équation 
du second degré, dans laquelle la condition de réalité des 
racines est 

(f±-*)-..>o, 
ou 

Si le polynôme R* a ses quatre racines réelles, comme on 
peut les supposer rangées par ordre de grandeur, la condition 
précédente est remplie ; si les deux racines a et (3 sont imagi- 
naires et les deux autres réelles, les facteurs a — y, (3 — y 
étant conjugués, ainsi que les deux autres a — 5, (3 — â^le pro- 
duit est positif; enfin si les quatre racines a et (3, y et d sont 
imaginaires et conjuguées deux à deux, les facteurs a — 7, 
]3 — â étant conjugués, ainsi que a — <î, j3 — y, le produit est 
encore positif. 

A la vérité la transformation précédente est en défaut quand 

« -h p = 7 -H ^ ; 
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mais, dans ce cas, on a 

R»=: A [x' - (a -h p) ^ 4- ap] [^ — (« + p )a: H- 7^] 

=4('-^)'-(^)'][(---^)-(^)']- 

et, pour faire disparaître les termes de degré impair, il suffit 
de poser 

a-+-p 

Nous avons supposé le polynôme R* du quati ième degré \ 
la même transformation réussit, s'il iiVsl que du troisième 
degré. Soit 

. R^ = A(x — a)(x— p)(.r— 7); 

en posant, comme précédemment^ 

a -^ by 
14-/ 
on aura 

€Îx {b — a)dy 

^ "" V^A(i-+-r)[«-«-h(fr-a)r][«-p-+-(A-P)/][«-7-H(^-7)/]' 
et Ton assujettira les deux constantes a et & à vérifier les deux 

relations 

a — a-h6 — ot=:o, 

d'où 

a -{-b -= 2a, 

ab = a(p-h7) — P7. 

La condition (a — P) (* — 7) ^^ étant remplie, on trouvera 
pour les constantes des valeurs réelles. 

Lorsque le polynôme est du troisième degré, on opère plus 
rapidement la transformation en posant j: = a + /'^ « dési- 
gnant une racine réelle. 

Nous admettrons donc que, dans rînlégrale 



/ 



dx 



le polynôme R' ne renferme que des puissances paires. On 

i3 
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peut supposer aussi T[ue la fonciion rationnelle F (x) ne ren- 
ferme elle-même que des puissances paires; car si Ton met 
celte fonction sous la forme 

= F.(x')-f- ^F,(««), 

M, N, P, Q désignant des polynômes pairs, Fi et Fi des fonc- 
tions rationnelles, on a 

On obtient aisément la seconde intégrale en posant x* = y^ 
il reste donc à étudier l'intégrale 



/ 






dans laquelle R désigne la racine carrée d'un polynôme pair à 
coefficients réels, 



R = v^A(i-h/wx»)(i-f-/w'u:'). 

i66. Nous nous proposons maintenant de réduire ce radical 

à la forme ^(i — ^') (' — ^*^*)» qui convient aux fonctions 
elliptiques, et de manière que le module k soit réel et moindre 

que runilé.Il faut pour cela transformer l'expression — en une 

autre de la forme 

d\ 



g v/(i-V)(i-^'^Ô 
Il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que les trois coeffi- 
cients Â, m, m' sont positifs ou négatifs. 

i®*" Cas. A = a*, m = — h^^trJ z;^ — ^ A", A > N, On posera 

d'où 

d.T d\ 



1^ Cas. A=a% m = — A', îf/=zh^*\ Le radical n'étant 



DES QUADRATURES ELLIPTIQUES. igt> 

réel qu'autant que x varie de o à - ? on posera 

hx = ^i — V, 
d'où 

dx — dï, 



* ■ 

i^ Cas. A = a*^ m = h*^ m' =zh'^^ h^h'. x pouvant 
varier de o à oo , on posera 

hx = , ■ » 

^ V^i — V 

d'où 

dlr • d\ 



»■ ■ ■ 



4^^ Cas, A= — a*, m == — A', m! = h!^. x variant de j 
à 00 , on posera 



d'où 

dx ' d\ 



WA^4-A'y(i_v)(i-^,v) 



5« Ca5. A= — a% m== — A% TrJ = — h!\ A>A'. j: va- 



j I , I 
riant de t a 77? on posera 



/ .- • 









d'où 

dx — d\ 



Nous laissons de côté le cas où le radical serait toujours ima- 
ginaire. Dans toutes ces transformations, le module est réel, et 
- ï3. 
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moindre que l'unité. L'intégrale 



/ 



"'■»t 



est ainsi ramenée à la forme 



/■ 



/OT^. 



AX représentant, comme à Tordinairc, le radical 

Cette intégrale est celle dont nous nous sommes occupés au 
commencement de ce chapitre; car si Ton pose 



fil 



}. désignera la fonction elliptique X (z, Ar), et Ton aura 



fA^')r, = fA^'hi'- 



167. Il résulte de ce que nous avons dit aux n°* 163 et 164, 
que toutes les intégrales de la forme 



/- 



/(■'•i È 



dépendent des trois intégrales 

JÇ^ tijc r' ,T^ dx Ç fix 

O t. O c'O ^ ' 

C'est en cherchant à réduire Tintéigrale 

f/{x,R)dx 

à ses éléments les plus simples que Legendre a été conduit aux 
trois transcendantes dont nous venons de parler. Pour luî, a: 
était la variable indépendante, et la valeur de l'intégrale la 
fonction. Il a abordé ainsi, par les fonctions inverses, la théorie 
des fonctions doublement périodiques. Aussi la double périodi- 
cité, qui est le caractère fondamental de ces fonctions, lui avait- 
elle échappé complètement. 
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La première transcendante est Tin verse de ce que lious 
appelons la fonction elliptique 1] si x = 'k(z)^ elle aura pour 
valeur la quantité z que Ton pourra augmenter de multiples 
des périodes Cl), (ù\ suivant le chemin suivi dans Fintégration. 
Ayant adopté un signe pour désigner une fonction directe , il 
convient de le modifier de manière à représenter la fonction 
inverse. Nous ferons précéder le signe de la fonction direcle 
de la lettre I, initiale du mot inuerse. Ainsi nous écrirons 

D'après cela, on a 



£ 



' dx 

o 



La seconde transcendante a été calculée au n*^ 161:, on a 
trouvé 






e^, (o) i£/logG.(z) 

z 



k' k^ dz 



La troisième transcendante, mise sous la forme 
ÇZ dx _ Ç' dz 

a été trouvée aussi au n® 162. 

C'est à Jacobi que Ton doit l'expression si remarquable de 
la seconde et de la troisième transcendante à F aide des fonc- 
tions 0. 

Legendre simplifiait un peu les trois intégrales précédentes 

on posant ( 108) 

X = sin tp. 
On a alors 



■ r^^ r d^ 

JÇ^x^dx r'' sin^tfdtf _ ^ / ^? 

o ^-^ Jo s/i — ^*sm'B> ^'Vo v'i — 



sm ' ep ^' Jo V 1 — ^' sin' <p 



i/o (i — «^')A^ X (i — rïsin»(p)v/T^ 



<p) ^i — A^sin'ip 



1 
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et les trois intégrales se ramèuent aux trois suivantes : 

Jn V I — A^' sin' f 
' \/i — X'8in'(»rf(p, 

o 



•/o (1 — û sin' f ^i — X'sin* 



(111) 

Ce sont là, à proprement parler, les trois fonctions ellip- 
tiques de Legendre. Il représentait la première par le sym- 
bole F(f, A), la seconde par E(f, A:), la troisième par 
n(?,A, a). 

On a donné à ces intégrales le nom de Jonctions elliptiques , 
parce que la seconde donne la longueur d'un arc d'ellipse. Soit 
en effet l'ellipse ayant pour équation 



a' ' 6' "~ ' ' 



on peut poser 

X = a sin ç , y =:z b cos y , 

rt la longueur de Tare d'ellipse, compté à partir du sommet 
du petit axe , a pour expression 



ff 
>/i — e^ si 



sîn'<p d^y 

c désignant Texcentricité de l'ellipse. L'angle ç a une signifia 
cation géométrique très-simple-, si, sur le grand axe, comme 
diamètre^ on décrit un cercle, que de l'extrémité de l'arc on 
abaisse une perpendiculaire sur le grand axe , et que Ton pro- 
longe cette ordonnée jusqu'à la rencontre du cercle, le rayon 
qui va du centre à ce point du cercle fait avec le petit axe 
l'angle (jp. 
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TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



168. Considérons la fonction mouodrome doublement pério- 
dique 

/{z) = \\z-ht) + \(z--t), 

dans laquelle nous regardons t comme une constante et 2 comme 
la variable. Cette fonction impaire, qui a les mêmes périodes 

que ^(2)9 admet quatre infinis, savoir, les deux infinis 
z= 1 et z = t de Al z-^t). elles deux infinis 

z = ht et z=z ht de ). (z — t). Elle admet aussi 

2 2 ^ ' 

quatre zéros : en effet , pour que/*(z) soit nulle, il faut que 

> ( z -♦- r ) = — )^ ( z — = > ( ^ - * ) » 
ce qui exige que 

ou 

\ 

z -h t-=i (^ — zjH~ww4-/îw; 

, . , j. . W /WW TIW 

mais celte dernière rondiiion t-=- -p -\ 1 ne peut 

422' 

avoir lieu, puisque t est quelconque ; la première 

zz=.m — h n — 9 
2 2 

donne les]]quatre valeurs 






Z=:0, zzz:-, 3=— , 2= ', 

2 2 2 
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de ces quatre zéros de la fonction y* (z), les deux premiers 
sont les zéros, les deux autres les infinis de X (z). 

Il est facile de former, au moyen de la fonction ^(z)j une 
fonction doublement périodique qui admette les zéros et les 
infinis de la fonction/ (z). Considérons en effet la fraction 

Le premier facteur du dénominateur s'annule pour 



W 63 -4- « 

2= ht et z = r: 

2 2 



le second pour 

z = t et « = h / ; 

2 2 

ces quatre valeurs sont les infinis def(z)^ ainsi la fraction 
admet déjà les îufinis de f (z). Le numérateur s'annule pour 

z = o et « = - : 

2 

ce sont les deux premiers zéros de/(z) ; d'autre partie numé- 
rateur étant du premier degré et le dénominateur du second 
degré, les deux valeurs 

w' « -4- «' 



« = — et z 



2 2 

qui rendent X {z) infinie, sont des zéros simples de la fraction j 
de sorte que la fraction admet aussi les zéros de f(z). Ainsi 
la fraction considérée, que Ton peut mettre sous la forme 

M») 



["" - nV)] ["" * "iîi] 



ou 



a les mêmes zéros et les mêmes infinis que la fonction f{z). 
Mais nous savons (n° 39) que lorsque deux fonctions ont les 
mêmes zéros et les mêmes infinis, ceadeux fonctions sont égales 
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à un facteur constant près -, on a donc . 

A'k(z) 



>(z + /}-h>(» — = 



I — /•»).> (z)V{r) 



Pour déterminer la constante A^ on prendra la dérivée, puis 
on fera z = o, ce qui donne 2 i'{/) = A. Il en résulte 

Si dans cette équation on permute les lettres z et f , il vient 

En additionnant ces deux équations, on obtient la formule 
suivante 

qui est connue sous le nom de Théorème de V addition deé 
fonctions elliptiques, La démonstration que nous en avons 
donnée est due à M. Liouville. 

169. Le même mode de raisonnement permet de trouver 
Texpression defx(z-J-/) et celle de v(z + /). La fonction 
impaire 

p(z-|-/j— fx(z— t), 

dont les périodes sont w et w' H — t admet les infinis de cha- 
cune des deux fonctions |ul(z -f- /) et fx (^ — i), et par consé- 
quent lesjînfinîs des deux ionctions l[z-\-t) et ^{z — t) ^ 
comme précédemment. Pour annuler cetle fonction , c'est-à- 
dire pour rendre ix[z + t) égale à fx (5 — i), il faut que 



z-|-r=±(«— /)-^/ww4-/? (w'h — I 



d'où 
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cette formule 5e décompose en deux 






w , . V w' 



z = ( 2 /n' -h i) -T 4- ( 2 /i' 4- I ) — > 

suivant que Ton attribue à n des valeurs paires ou impaires ; la 
première comprend les zéros de X (z) , la seconde ceux de v(z). 
Ainsi les zéros de la fonction proposée sont ceux de la fonction 

f.'(*)=-X(*)v(c). 

On a donc 



,^AU'(«)a'(/) 

En prenant la dérivée et faisant z = o, on trouve 

2pi'(r)-- A. 
il en résulte 

/5\ / X / ^ — 2 a' (z) a'(/) 

(3) M»-HO-F(»-o= ._A.\i)';.(,) - 

La fonction paire 

admet encore les mêmes infinis que la précédente. Cette fonc- 
tion s'annulera si 



ce qui exige que 

z -k- t 
d'où 



= ±( hz— /] 4-ww-l- «(«'h ) 



4 2i \2 4" 



cette formule se décompose en deux, 



z nr ( ?. m' -h 1 ) ^ 4- w,' w', 
zz=zm' — h ( 2 /ï 4- I j — ? 
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suivant que n est pair ou impair. La première comprend les 
zéros de f/. (z), la seconde les infinis de ^ (2). On a donc 

En faisant z = o, on trouve 5^ f^ (') = B. Ainsi 

(4) ^ii + t) + u(z-t)= ^t*(')(^(^) , 

\'i) (i,z-t-r;-i-f*ii i) ,_^.X'(î)V(/) 

et, par suite, 

(11) p(, + ,)______^__^. 

170. On obtiendra v (z -f- f) de la même manière. La fonc- 
tion impaire 



dont les périodes sont - et 2(«)', admet les infinis de X (z -+- /) 
et ceux de 1 [z — ï) 5 elle s'annule quand 

c'est-à-dire quand 

z-^- i =zt:(z — t] -\- m — h2/7w', 
ou 

cette formule se décompose en deux, 

z=:m — h/î w t 

/ / \ *^ / 

2 z= (2 /w' -+- I ) -^ -h // W , 

suivant que m est pair ou inipair ; la première comprend les 
zéros de 1 [z) , la seconde ceux de fi (z). Ainsi la fonction pro^ 
posée admet les mêmes zéros que la fonction 

./(2) = -X-n(2)f.(2). 

On a donc 



v(2 -ht) — v(2— t) = 



Av'( 



'/'-,^ 



z 



J 



I— X-2V(2)a'(0 
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En prenant la dérivée et faisant z = o, on trouve 

2v'{/) = — AX»; . 
d'où 

-2pv'(,)v'(/) 

(5) v(, + ,)-v{.-0=73rFF(I)v-(7)' 

La fonction parre 
s^annule quand 

c'est-à-dire quand 

d'pù 

a 4 

cette formule se décompose en deux , 

2 = /»' h(2/ï-f-l) — î 

2 ^ 'a 

2 = ^2/W -V-l)7-+(2/ï-hl)— > 

suivant que ni est pair ou impair : la première comprend les 
infinis de ^ (^), la seconde les zéros de v (s). On a donc 

/ \ r ^ Av(3) 

En faisant ^ = o, on trouve a v (f ) = A ; d'où 

et, par suite ^ 

•-(^)v(0-iv'(.)v'(0 



(111) -.(« + <) = 



I — X'X'(z)),'(0 ' 



ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ao5 

171. Des formules précédentes, on déduit 

°^*-^''-^(« + 0~p'(^)(*(')-p'{«)k'(0' 

et, si l'on remplace les dérivées par leurs valeurs, 
On en déduit encore la formule 

f* (2 -+- = p(«) f* (0 - M^) MO ^ (« + 0. 

à laquelle on arrive par la considération d'un triangle sphé- 
ri que. 

On a aussi 

■ _ \{z)\'{t)-\{t)\'{z) 

et, par suite, 

Addition des quadratures elliptiques de seconde espèce, 

172. A la transcendante E de Legendre (n^ 167), nous sub- 
stituerons , avec Abel et Jacobi , la fonction monodrome im- 
paire 

avec laquelle elle a une relation très-simple et nous la désigne- 
rons par ^ (z). 
L'équation 

dans laquelle on met le développement de A ( z + 1) , devient 

[■k{z)y(t)+\{t)y(z)]\(z-t)z=v{t)-v(t); 

si Ton remplace z par z -h ^, et que Ton permute ensuite les 
lettres z et t^ on a 

Le premier membre étant une différentielle exacte par rap- 
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port à z, on trouve en inlégrant 

rv{z'¥t)dz^ f \^z)dz = \(z)\{t)\{i^t). 

Puisque 

V(z^i)dz= l V[z)dz= l V{z)d%— i y}{z)dz, 

Jt Jo Jo 

on obtient Téquation 

(V) 4.(z4-/) = + («)-h4'(0+M»)^(0'^(»^-0» 

de laquelle on déduit facilement celle qui a été donnée par 
Legendre pour Taddition des fonctions de seconde espèce. 

173. On peut déduire cette formule de Texpression de la 
fonction •^[z)k l'aide de la fonction 0. On a (n** 161) 

(.0) +(.)=i.[.9'',(o)-^^^)], 

et, de même, 

d'où 
Puisque (n° 143) 



• . I • • 



cette équation devient 

On en déduit, en permutant les lettres z et t, 
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t 

et, par suite, 

Addition des quadratures elliptiques de troisième espèce. 

174. Jacobi a substitué à la transcendante de troisième 
espèce de Legendre la fonction impaire 

Xn(a)V(a)V(2) 



X 



'o I — <'V(a)V(z) 



Wz, 



qu'il représente par le symbole O {z^ol)^ la variable z étant 
V argument^ la constante a le paramètre. Cette fonction s'ex- 
prime aussi à l'aide de la fonction 0; on a (n° 162) 

. . . ,, ^ r/logO,(a) I ei(g"-«) 



On a de même 



n ( r, a = / ^^ ' -f- - log -^ 



, , .r/logÔ,(a) I, ô,(z-t-/ — a) 



et, par suite. 



n(z -h^, a)— n (z, a) — n(/, a) 



(i2) j ___jr^ 9, (/ + g ) 0. (z "h g) Q. (z + r -- g) 

"~ 2 ^^ 0, (f -— a) ô, (z — a) Ô, (z -h- / -h*g)' 

L'expression 

_*^ 0, (r — a)' ô, (z — a)0,(z H- / -ha)' 

dans laquelle nous regardons z comme la variable et que nous 
désignons par F (r), est une fonction monodrome doublement 

périodique, aux périodes -- et «', comme on le reconnaît aisé- 

ment d'après les propriétés de la fonction 0. En général, la 
fonction 

e(z-+-a)e(z-+- p) 

0(z-|-a')e(z-f- p') 
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admettra la seconde période fJ si la condition a -+- (3 = a'-f- /5' 
est vérifiée; ce qui a lieu dans le cas actuel. La fonction du 
second ordre F (z) admet les deux zéros 

«= — aH » «=-: — r -f- a -h — > 

2 2 

et les deux infinis 



6>' Oil 



2 2 

et se réduit à Tunité pour 2 = 0. 

On remarque que les infinis ne différent des zéros que par 
le signe de a» 

175. On peut exprimer de plusieurs manières cette fonction 
F(z) au moyen de la fonction X. Considérons la fonction 
doublement périodique du second ordre 

f{z)^\{z)\(z-^^) 

aux périodes -? «', aux deux infinis z = — 1 « = j3, dont 

la somme est égale à o)' — (3. Pour exprimer la fonction P (z) 
au moyen de la fonctiony(z), on posera 

et Ton déterminera les constantes par les relations 

— / — aH h/? = 6>'— p — <7% 

de manière que les deux zéros de.F(z) annulent le numérateur 
et les deux infinis le dénominateur (n** 74). Ces quatre rela- 
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lions se réduisent à trois, et donnent 

a =. — a H H j 

^ 22 

^— B »' 
' 2 2 

et Ton a 
ou 

.-..(-.^l^),(-..l±£),(.^!^),(..-^) 

La valeur de (3 est arbitraire. Si Ton fait en particulier 
^ = f , on a 

176. On arrive à une expression plus simple en employant 
les deux fonctions du second ordre 

/(z) = >(z)X(z-h/-4-a), 
/;(z) = >(z)>(z.-|-^— a), 

qui admettent , la première les deux infinis 

2 2 

dont la somme est — t — a -h co', la seconde les deux infinis 

«' 0)' 

z=: — > z= — t-^a--\ 9 

2 2 

dont la somme est — i 4- a -h w'. Considérons la fraction • 

«4 



2IO LIVUE V. 



to' . w' 



les valeurs zz= — ^+aH 1 2= — t — ol-\ — , rendant 

2 2 

iafinis, la première le dénominateur, la seconde le numéra- 
teur, la fraction admet dcVjà un zéro et un infini de F (2). La 

valeur z = — 9 qui rend infinis à la fois le numérateur et le 

dénominateur, n'est ni un zéro ni un infini de la fraction. 
Nous pouvons disposer des constantes q eiq' de manière que les. 

valeurs -3 = — «H » z = a-f-— ? annulent, la première le 

2 2 *" 

numérateur , la seconde le dénominateur ; nous poserons pour 

cela 

7 = — an 5 

2 
2 

Le second zéro du numérateur et celui du dénominateur étant 

égaux tous deux à — t-{ ? ne rendent la fraction ni nulle ni 

infinie. On a donc 



F{z) = A 



\{z)\(z + t-a)-\L + 'Ç\\lt^'Ç\ 



ou 



et, par suite, 

in(2-i- r,a)~Il(«,a) — n(^,a) 

C'est la formulé tt-ouvéé par Legendre. 

177. On obtient encore une autre expression de la manière 
suivante. De l'équation (12) on déduit, en changeant le signe 



de f , 



n(z — r,a) — n(z,a)-hn(r, a) 



1 



d'où 
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n(3 + r) -h n(z — ;) — 2n(z) 

ï , OÎ(z-ha)ô, (2 — a -ht)Qt(z — a — ^) 

= — lOff —— ^^ ^ : 

2 «> 0* (z — - a) ô, (z H- a 4- /) 0, (z -h (X — i) 

=iiog ôî{oe;(^-«) 



2 ° 0, (z.-+- a -^- f ) 0, (2 -H et *— t) 



et, en vertu de la relation (24) du n^ liS dans laquelle on 
remplace z par >z — a ou par z -f- ûf , 

On en déduit?, en permutant les lettres z ei t^ 



i V .X I I I — A-n^(2)V(r— «) 



d'oi] 



ou 



/ n(5 H- f, a) — n(2, a) — n(^, a) 

( ""4 "^[i — /Çn'(0V(a4-a)][i^X-n»(z)>»(f+«)]' 
Il en résulte cette troisième expression de la fonction F (2), 



V [i — *'V(OV 



(^_«)][i_X-»V(e)V(r_«)j 

■ ■ .^ ■---■■■ I ■■ ■ ■ ^« .■■■ j -A ■■■ , ■ T « 



178. Nous nous sommes occupés de Faddition de l'argu- 
ment dans les fonctions de troisième espèce^ on obtient des 
formules analogues pour Taddition du paramètre. 

Voyons d'abord ce que devient la fonction quand on per- 
mute l'argument et le paramètre. L'équation (11)1 en vertu 
de la formule (10), peut être mise sous la forme 

(,7) n(z,«)=aee'.(o)-*»z4.{a)+ijogMl=^. 

On a de même 

Il («, z) = «sO-, (o) - ¥ «.p ( ^) + i log J-;-||^} i 

.4. 
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d'où 

(i8) n (*, «) — n(<«, z) = /' [»^(t) — «4> (a)]. 

On en déduit 

n(*,a-»-p) — n(« -h p,«) = 4'[(«+ 6)+(ï) -*♦(« + P)l» 

et, en vertu des équations (V) et (VI) , 

n(»,« + p) — n(ï,a)-n(»,p) 
= _A»*x(«)>(p)M« + p) 



(Vil) 



CHAPITRE II 

MTJLTtPLCCATION. 



Calcul de proche en proche. 

179. Nous avons donné, n^ 168, la formule par laquelle on 
exprime X (« -H t) en fonction de A {« ) et de A (f) ; à Taide 
de cette formule, on peut calculer successivement X(2z), 
i (3z),. . .; on trouve ainsi 

^^4«)— ,—QoA«;V32A« (!-+-*»);•— A«[i6(i-i-AV-+-a6^*]^*-»-3QA*(i-hA»)>'»— ao A» r*-4-A-'/ 

On voit aisément que Ton obtient la valeur de A (nz) en mul- 
tipliant une fraction rationnelle de A* (2) par ^ (z) si /i est 
impair, et par ^(z) A'('Z) si n est pair. Mais, si Ton veut 
continuer ce calcul de proche en proche , la méthode précédente 
doit être modifiée, afin que les deux termes de la fraction par 
laquelle s'exprime 1 (nz) n'aient pas de facteurs communs. 
Voici la marche indiquée par Abel. 
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1«0. Si, dans la formule (n^ Mi ) 

on fait 

«I =;: (w 4- i) j, ' = mz^ 

il vient 

On a , d^autre part , 

^ ^ I — *'A*(llf«) 

Ce sont les deux formules que nous allons employer. 
Posons, en général , 

Q,„ étant un polynôme entier en ^ (£), Pm un autre polynôme 
entier si m est impair, et le produit d'un polynôme entier par 
X' (z) si m est pair ^ nous supposons dans tous les cas les deux 
polynômes premiers entre eux , et comme d'ailleurs les zéros de 

y (z) ne rendent pas infini l(mz)j la fraction ~ sera encore 

irréductible dans le cas où m est pair. 
L'équation (2) donne 

Q»Bi Q/n ~~" ^ Prn Qrn "~" " Pm 



en désignant par R„ le radical ^(Qi— P^) (Q.I.— *' P»)- Les 
deux fonctions, P„Q„Rm, Q*„ — A'P^, ne pouvant s'annu- 
ler simultanément, on a 

l Qjm = Qffi — « PfM • 

L'équation (i) donne 



Q„+, l{z) Q,î.+, Q^ ~ X-" PJ,+, P,i 
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Les polynômes, P,;^.Q,'„ -P,Î.Q^,^., Q,UQi — A'P,U.P,l, 
sont premiers entre eux. Supposons, en effet, qu'ils deviennent 
nuls pour une même valeur de ^ (z) ; cette valeur, ne pouvant 
annuler aucune des quantités P„, Q„, P,„4.i, Qm+n satisferait 
aux équations 

d'où 

■k'{m-i-i)zz=V{mz)=±:j- 

n 

D'autre part, ou a 

X'(iii-|-i)« — A*(m«) 

^ {m ■+■ i)z >' (wz) — \mzy (m -f- i)z^ 

on devrait donc avoir pour cette valeur de ^ ij^)i 

A [m + i)z y (mz) -+- X (wz)V(m -|-i)z = o, 

X(/w -f- i)z V(/wj} — >{/7jz)X'(/w -h i)z = o; 
a ou 

à(/W -+- i)z.a'(//I3) = O, 

c'est-à-dire 

l^m-h i)z[i — >»(//fi;)][i — Aa--'(mz)]= o, 
résultat incompatible avec la condition trouvée précédenament 

V{mz)=:V{m-^ i)z=?±i- 
On aura donc 

(4). ^ ^(«) 

Si l'on part des valeurs Pj = i (z), Qj c= i , les formules (3) 
donneront Pj, Qj, puis les formules (4) PsjQsî les formules (3) 
donneront ensuite P*, Q4, puis les formules (4) P5, Q^, et 
ainsi de suite indéfiniment. On voit que P' est un polynôme 
du degré 2n^ ou du degré 2«* — 2, suivant quç n est impair 
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OU pair^ comme dans le dernier cê» il a pour facteur le 
polynôme du quatrième degré X'* (z). il en résulte que P^ est 
un polynôme du degré n* si n est impair, et le produit de 
X' (r) par un polynôme du degré w* -2— 3 si » est pair. Q„ est 
un polynôme du degré «* ou n* — i , suivant que n est pair ou 
impair. Nous observerons encore que Qi et Qj ne contenant 
pas de terme du second degré, il en sera de même de Q3, Q4, 
x*' • • • • 

Calcul direct de }<(riz). 

i 81 . On peut se proposer de détermi ner directemen t X ( /i r ) , 
sans calculer i (az), 1 (3^),. ... 

Supposons d'abord n impair. La fonction }^{riz) est une 

fonction elliptique qui a pour 

périodes -, —, ses infinis. sont 



Fig. 3o. 




&) 0) 



— ; ses^eroso,— 
2« v.n 



2/1 2/2 

Soit OACB (fig. 3o) le paral- 
lélogramme élémentaire delà 
fonction ^( ^ ) ; divisons cha- 
cun des côtés OA5 OB en n 
parties égales, Od^ cb^ sera 
le parallélogramme élémentaire de la fonction i (nz) \ le pre- 
mier contient n} fois le second , il renferme 2w* infinis de la 
fonction ^[nz) 



a 



w' ptù-\-q(a' 



2/1 

et 2/1* zéros, 



n 



y a 



— h 

2/1 n 



a =: ^ ^ — , a' z= — 

n 2/t 



n 



chacun des nombres entiers p, (/ recevant les n valeurs o, i, 
2 , . :i , n — I . Les sommets des parallélogrammes de la fonction 
A(/iz) correspondent aux zéros a, pour avoir les zéros a 

il suffit de déplacer le réseau de la quantité — ; de même pour 



' 
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avoir les infinis a, il suffit de déplacer le réseau de la quan- 



tité — ; un second déplacement — donnera les infinis a'. 
un * a/f 

On peut grouper chacun des infinis a avec un infini af de 
manière que leur somme soit équivalente à - ; Tun des groupes 

est —9 • Soit L le produit de tous les facteurs binômes 

2 2 * 

[)(,)-M«.)l[M»)-M'«.)l---lM*)-M---.)] 

qui correspondent aux infinis a, — excepté ; ce polynôme ad- 

met comme zéros tous les inlinis a et a , excepte — et • 

De même on peut grouper chacun des zéros a avec un zéro a' de 
manière queleur somme soit équivalente à -^ Tun des groupes 

est o , — Désignons par M le produit des facteurs binômes 

qui correspondent aux zéros a , o excepté ; ce polynôme admet 
comme zéros tous les zéros a et a\ excepté o et — 

Les fonctions 1 ( w 5) , — -^ ont toutes deux pour périodes 

0), 0/5 la seconde ay£^n( pour infinis simples — ? 9 puis- 
que le degré du numérateur surpasse d'une unité celui du dé- 
nominateur, les infinis et les zéros sont les mêmes dans chaque 
parallélogramme , donc le rapport des fonctions est constant 
et l'on a 

(5) , X(«z) = CX(z)^'. 

On reconnaît facilement que les polynômes entiers M eC L, 
qui sont du degré n* — i , ne renferment que des puissances 



W 



paires de X ( z), puisque les infinis de la suite a, -r excepté, et 
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les zéros de la suite a, o excepté, se réunissent par couples 
ayant pour somme cd. 

182. Considérons maintenant le cas où n est pair. On peut 
réunir deux à deux les infinis a par couples ayant la somme 

- ? et de même les infinis a' ; aucun de ces infinis n'est égal à 

ceux de i (z). Appelons L le produit des w* facteurs binômes 

les nombres a^, a^, ... a„s, étant pris un dans chaque couple. 
La suite a ou la suite a', suivant que n est de la forme ^n! 

ou delà forme 4 'ï'-h 2, comprend les termes± y» dt -^ H qui 

sont les zéros de X' ( ^ ), les autres termesde chacune de ces suites 

se groupent comme les munis ; 1 un des groupes est — ? -» 



G> 



un autre o , — Désignons par N le produit des w* — 4 facteurs 

dont chacun correspond à l'un des couples formés , excepté les 
quatre précéden ts . 

N 
Les fonctions A [nz) , ~ *^(z) )i [z)^ aux périodes w et «o', 

ont , dans chaque grand parallélogramme , les mêmes zéros et 

les mêmes infinis ; car - X ( ^) X' (z) devient nulle pour z = — 

et pour z = • On a donc 

(6) \{nz)=C^\{z)V[zy 

On reconnaît , comme dans le cas de n impair, que lés deux 
polynômes N et L , le premier du degré n} — 4 ? le second du 
degré n*, ne renferment que des puissances paires de X («). 

Cnlcul ffes coefficients, 
183. Soit en premier lieu n impair, désignons \{^n.z) par p», 
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^ (z) par li , et posons 



Si Ton fait z très-petit, le rapport- tend vers n^ donc 0^ = n. 
Remplaçons z par — h z] il vient 



w' \ , /w' \ I 



\ [n h /i2 1 =r X 1 h nz ] =: 



2 ^"V"" \^ 7~>^M'*^}' 



u se chanse en -;— et i' en — ; d'où 

I — ^..«-. /^ -h ^i.«-3^' "' ■+- bnt-> X</4^ +...-! - /'*'-' tt"' 

I/identification de cette valeur avec la précédente donne les 
relations 

^* = «2,^*-^—* =£!,,..., Â«*-> =««.-3, =««»-• 

7 2^~'-3 A 2.4 ^«»-* A A««-3 ^' A X'"'-'/Z 

X*— --= ^,, fr* = 64,..., r' ^ == C>„i-3> =£'„5_,, 

qui se réduisent à 



n' — I II'— I n' — I M* — I 



Nous avons démontré (n^ 180) que l'on a 6, = o 5 la relation 

A*<2„>_8 = ^î ^»*--i donne a„5_3 = o. 

/|2 3 

U ne reste plus à déterminer que les quantités a^ , 

«4, . . . , a„s_8 et le signe de a„a_i. Pour y parvenir, on peut, 
par exemple, développer i^, u et ses puissances, suivant les puis- 
sances ascendantes de la variable z et égaler les coeflicients des 
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mêmes puissances de la variable dans les deux fonctions 

v[i -{-b^ii^ 4- àiU* -h . . . i, 
u[n -h ûi tt^H- Û4 tt* -I- • • • ] > 

on obtiendra ainsi autant d'équations du premier degré qu'on 
le voudra entre les coefficients inconnus. 

L'identification des deux expressions de X (nz) montre que 
les deux fonctions y et ^ satisfont apx relations suivantes : 



184. Soit en second lieu n pair. Posons 

(o) v=: 7 — r — ; -,— v('— ")(«— ^ " )~ 77—' 

Le coefficient â^o est encore égal k pi. Si Ton remplace «sr par 

\rZf zi se change en — j u ne change pas, et Ton voil , 

d'après la relation 



yi^^.\- ^'W 



2 ; n^z) 

qu'il faut remplacer 

\/(i— .«»)(! ~X''«') par — -i-^ V'(i--M')(i— /'w') . 

nie 



L'identification des deux expressions de ^^ donne les relations 

àni b, 



/2^«'-< 7i^««-6 ,„2 , «^ 



'n* t'n» Ons 



b. 



'/i« 



:«2 



2 2 ^"'-2 A 2 4 ^«'-* A 7 «2 2 ^^2 . >^' , 



n« 



d'où ^„i_2 = O , ^„2 = ^ ^ , ^«»— 4 ^ O- 

2 

En substituant cette valeur de i„- dans les relations précé 
dentés, on obtient les rapports de deux coefficients équidis- 
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tants des extrêmes dans les deux polynômes qui servent à ex- 
primer la fonction u. 

Les fonctions 9 et (p vérifient les deux relations 






185. Les fonctions (f {u)el^ (a) satisfont à deux équations 
difierenticlles du second ordre qui pourraient également servir 
à déterminer leurs coefficients. 

On a en eflet 

du 



= dZy 



d'où 

On peut écrire cette équation sous la forme 

on en déduit, en la différentiant, 



Posons, pour abréger, 

2 du 



I dA 



puis remplaçons i^ par le quotient T7— (» l'équation précédente 
devient 

•c 4' 
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Si n est impair , les fonctions ^ et ^ étant des polynômes 
premiers entre eux, les deux fractions précédentes ne peuvent 
devenir infinies pour aucune valeur finie de la variable li, et, 
par conséquent, se réduisent à des fonctions entières; il est 
facile de voir, en outre, que les degrés de leurs numérateurs 
surpassent de deux unités ceux des dénominateurs \ donc les 
quotients sont du second degré et de la forme 

C«'-f-D. 
En faisant m = o dans la seconde fraction, on obtient 



■ -(S)„.=--=° 



En ordonnant les deux termes de la première par rapport 
aux puissances décroissantes de w , on trouve n* A' m' pour 
premier terme du quotient*, ainsi 

Les fonctions 9 et ({/ satisfont donc aux équations 

(9) \ 

186. Lorsque n est pair, la fonction (f est de la forme 

<pi étant un polynôme entier du degré n* — 3. Les deux 
termes de la seconde fraction et le dénominateur de la pre- 
mière sont évidemment des polynômes entiers-, par suite ^ le 
numérateur de celle-ci est nécessairement une fraction ration- 
nelle, mais il est facile de reconnaître qu'il est aussi entier. 
Puisque les deux fonctions 9 et tp ne s'annulent jamais en 
même temps, ces fractions se réduisent, comme pour le cas 
de n impair, à un binôme 

C«*+ D. 
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Si Ton lait m r= o daus la seconde, on trouve 

D = 2i^, =^ G. 

Ordonnons les deux termes de celle-ci par rapport aux puis- 
sances décroissantes de u et faisons la division, le premier 
terme du quotient est w* A' li**, il en résulte 

Les fonctions (p et j|/ vérifient encore les équations (9). 
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DIVISION. 



187. On donne i (z) , il faut déterminer X ( - j? w étant un 

entier; c^est Topéradon inverse de la précédente. 

Dans la formule par laquelle on exprime X (nz) en fonction 

de X (z) , remplaçons z par -9 nous aurons Téquation a la ré- 
solution de laquelle se ramène la question proposée. 

Considérons en premier Heu le cas où n est impair; dési- 
gnons par 1^ la fonction dcMdtiée X ( 2 ) et par u F inconnue ^ ( — ) * 
L'équation qui donne u est une équation du degré n* (n^ 1^)? 

« 
ses racines sont les diverses valeurs que prend la fonction 

X f — \- i- ±-^ J 5 dans laquelle les lettres p et q reçoivent 

toutes les valeurs entières de o à r» *-* i . 

La somme des racines est éf^ale à v " '~\ et leur i)roduît à 
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M • Mais nous avons trouvé (n° 183) 



n'— I 



il en résulte 






n«— I 



formules qu'il est facile de démontrer directement. 

188. Abel a démontré que l'équation (i) jouit de la propriété 
remarquable d'être résoluble algébriquement. Soient en effet 
a et {3 deux racines quelconques de Téquation binôme 



jn — I r=r O 



posons 






\n ^ • ' n 



P«-«-f- 



=[2:2K'«-^^^^^)"'p^]"='^^'"^^- 



La fonction F a pour périodes w et w'; car si Ton augmente 
z de Cl), et que Ton multiplie chacun des termes de la paren- 
thèse par a, ce qui revient à multiplier la puissance n'^"** par 
a" ou par l'unité, les termes d'une même ligne horizontale 
se permutent circulai rement; si Ton augmente z de tù' ^ et si 
Ton multiplie par (3 , la permutation circulaire s^ opère entre 
les termes d'une colonne verticale. La fonction F(5?,(3t,j8) 
peut dofic s^exprimer rationnellement au moyen de ^ (z) et 



in 
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de sa dérivée , et i'ou a 



L, M, N étant des fonctions entières de X (z). 

Chaque couple a , |3 de racines de Téquation binôme four- 
nira une équation analogue à la précédente. Si Ton ajoute 
membre à membre, en groupant ensemble les ternies dans les- 
quels /? et </ ont les mêmes valeurs , on voit que le multiplica- 
teur de chaque groupe est nul , à l'exception de celui du pre- 
mier groupe qui se réduit à ri^. On aura donc pour ^ ( - ) une 
expression de la forme suivante : 



I y M.-f-N.V(z) y M,-hN>V(z) 



v^- 



mr m 



Lé premier radical, celui qui correspond à la combinaison 
a = p = 1, en vertu de la relation (2), a pour valeur n\(z). 

189. On peut calculer les polynômes L^, M«, Nt, Ls ,..., de 
la manière suivante. 

Développons chacun des termes de la somme 



SSK^-^'^'^)"''" 



d'après la formule qui donne X(^ -f-i), cette somme prend 
la forme 



R-f-SX 



■iS) 



R et S désignant des fractions rationnelles composées d'une 

manière bien déterminée avec X(-)> ^l")' ^(~) ®^ '^ 

deux racines ot, @ de l'équation binôme. La puissance n""* de 
cette quantité est également connue et de même forme 5 nous 
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la désignerons par 

Imaginons actuellement que Ton calcule la fonction 

cette fonction admet, comme la première, lès périodes co, ci)', 
et Ton voit facilement qu'elle s'exprime ainsi : 

F.(z,a, p) = R. -S.v(îV 

Puisque les deux fonctions F et Fi restent invariables quand 
on augmente z de ci> ou de o)', il en est de même de leur somme 
et de leur produit 

2R,, RJ-SÎV»(î 

Ces deux nouvelles fonctions étant des fractions rationnelles 
de ^(-) qui ne doivent pas changer quand on remplace 

A ( - 1 par l'une quelconque des racines de l'équation (i ), on 

peut les exprimer par des fonctions symétriques des racines de 

cette équation, et, par suite, en fonction rationnelle de A (z). 

Il résulte de ce qui précède, çue l'on peut exprimer algé- 

briqueinent ^ {- ) en fonction de'k[z)^ des racines n'^"^^' de 
l'unité, fiîe X ( - I et de X ( — j . 

190. La formule par laquelle nous avons exprimé i (- ) 

renferme n* — i radicaux d'indice n. Si Ton combinait leurs 
valeurs de toutes les manières possibles, le nombre des combi- 
naisons surpasserait le nombre des valeurs de l'inconnue ; il y a 
donc un choix à faire parmi ces diverses combinaisons. Nous 
allons exposer une solution plus simple du problème delà di- 
vision qui ne présente pas cet inconvénient, 

i5 
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Posons 



-H;*"-':) 



puis 



+ 



^''"^1 -'->(^(-')^)J' 

a étant une des racines de Inéquation binôme x" — i = o. La 
fonction ^ (-9 a | admet pour périodes (ù et (*/\ car lorsque z 

augmente de co, f (-| ne change pas, et, si Ton augmente z 

de Cl)', en multipliant en même temps les termes de la paren- 
thèse par a y les termes se permutent circulairement. La fonc- 
tion ^ (-'9 0c) peut donc s'eicprimer rationnellement à l'aide 
de X (z) et de sa dérivée. Soit 

A-4-BV(zi 



&-)= 



c ' 



A, B, C étant des polynômes entiers en ^ (2), que Ton calcu- 
lera ainsi qu'il a été expliqué au numéro précédent pour 
F(z, a, (3), On a donc 



-V' 



BV(z) 



Si a désigne une racine primitive de Téquation binôme 
x" — I = o, les w racines seront représentées par 



a% a', a^. . ., a"-': 



chacune d'elles donnera une équation analogue a la précédente* 
si roii ajoute ces équations mrmbre à membre, les termes de 



DIVISION. 227 

chaque colonne verticale, à Texceplion de la première, ayant 
UQe somme égale à zéro , il vient 






X 



En vertu de la relation (2), le premier radical a pour valeur 
n'k(z). 
Le produit 

+«'-'?(j+{«-')^) 

-+- «("-'^''f ( J + (/ï - 1) ^) 

ne change pas quand z augmente de w' 5 ceci revient à divi- 
ser le premier facteur par «"""P et le second par a^ 5 ce produit 
a aussi pour période o) ; on peut donc l'exprimer en fonction 
rationnelle de ^(z) et de sa dérivée 5 nous le représenterons 
par 

H, 
Il en résulte 

^^^ V — c;: — "-ATTB^vTiiL c. J 

On calcule les polynômes entiers Fp, Gp, Hp, de la même 
manière que les polynômes A, B, C. Quand on aura substitué 
à la place des divers radicaux leurs valeurs en fonction de 

r/A,4-B.V(g) ^ ^expression de y f ^ j n'aura plus que n va- 
leurs distinctes, ainsi que cela doit être. 



1 



5. 
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191 



. La fonction ? ( - ) éiàni déterminée, on cherche 



À ( - j . A cet effet, on pose 




\n nj \n nj 



•4- a 



.-.x(: 



ce désignant toujours Tune des racines de l'équation binôme 

x" — I = o. Les fonctions x("'") ®^ ?(") *y*^^ ^®* 

mêmes périodes a> et no/, on peut exprimer la première au 
moyen de la seconde et de sa dérivée, et Von aura 



jj^-,aj= , 

a, b ^ c étant des polynômes entiers en ç ( - |- 

Si Ton développe chacun des termes X (- -H/^- ) 
leur de jj ( -, a I se présentera sons la forme 

A+Bv(i), 



fa va- 



Â , 6 , C étant des polynômes entiers en X ( - l • La valeur de 

jj I -9 a j ne change pas quand on remplace ^ ( - ) P*** 

if — i" P " ) ' c'est-à-dire lorsqu'on remplace X ( - j par l'une 
quelconqjue des n racines de Téquation 

' +K«*'"""''ï)' 
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dans laquelle, après avoir développé chaque terme et remar- 
qué que ^'( - ) disparaît, on regarde ^ (- ) comme l'inconnue. 

Le calcul de jj ( -> a j en fonction de f ( - ) s'effectuera encore 

de la même manière que celui de F (z, a, (3) en fonction de 
X (z) ; en remplaçant Téquation (i) par l'équation (6). 
On aura ainsi 

En opérant de la même manière pour chacune des racines 
a®, a*, a',..., a**"* de l'équation binôme, et ajoutant les 
résultats , on obtient la formule 

/z\ il" \^/ \ C^ V C, 




'ji-i-i 



Chacun des radicaux s'exprime par une puissance du pre- 
mier 5 en effet, le produit 

1 -— (^'^")J' 

admettant les deux périodes o) et ntà^f comme la fonction 
y ( ~ J , s'exprimera rationnellcnient au moyen de la fonction 



23u 
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- j et de sa dérivée \ nousle représenterons par . — î^ • 



On déduit de là 




A + 



"'■(j) 



(z\ '^P^^OP' 
n) — â; 
19; V ~ — - = "ttitx 

<?, 4- ^1 y' ( - ) • 



^i" 




De cette manière, à chaque valeur de 9 f- ) correspondront n 
valeurs de A (-h comme la fonction 9 / -| a elle-même n va- 
leurs, la fonction M -) aura «• valeurs. 

Voilà comment on procède quand le nombre n est impair 5 
on peut même le supposer premier; car si Ton ^n=n! w", il 

sera préférable d'exprimer d'abord \ l-\ au moyen de > (z), 
puis A ( ^7^ j au moyen de 1 ^ ^j . 

192. Considérons maintenant le cas où n est pair. Dans ce 
cas Péquation entre v et u renferme un radical du second de- 
gré (n® 184); si on le fait disparaître, l'équation sera du degré 
2 fi* et ne renfermera que des puissances paires de l'inconnue. 

Supposons d'abord » = 2. On a à résoudre l'équation 

• .==2ttV^(IEZÏÏïE^, 

ou 

on en déduit 



(10) 



v^ 



Les doubles valeurs des trois radicaux donnent les huit va- 
leurs de u qui ne dépendent que de quantités toutes connues. 
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Le nombre pair n est en général de la forme a'', n', n! étant 
impair ; après avoir exprimé ^ ( -7 ) au moyen de i ( -z ) , 
comme nous l'avons expliqué plus haut, on appliquera/^ fois 
successivement la formule précédente, afin d'obtenir / ( - 

CHAPITRE IV. 

MULTIPLICATION OU DIVISION DE l'uNE DES PÉRIODES D UNE 
FONCTION ELLIPTIQUE PAR UN NOMBRE ENTIER. 



193. Le calcul de X ( »^) en fonction de X (z) revient à expri- 
mer, au moyen de X ( z ) , la fonction qui a pour périodes ellipti- 
ques -"> — > c'est-à-dire à diviser par n les deux périodes de la 

fonction donnée. De même, le calcul de X ( - ) en fonction de 



X (2) revient à déterminer la fonction dont les périodes ellip- 
tiques sont /«w, nta' . Au lieu de diviser ou de multiplier si- 
multanément les deux périodes par le nombre w, on peut se 
proposer d'exprimer, à l'aide de X (2), la fonction qui aurait 
une période commune avec X(^), et pour autre période la 
période correspondante de X [z] divisée ou multipliée par /i. 
En répétant deux fois de suite la même opération sur les deux 
périodes w, co' de X (^) on retrouvera, soit X(n-z), soit 

Nous désignerons par Arj le module de la fonction inconnue , 
et par g^ son paramètre, de sorte que la fonction sera repré- 
sentée par X (gi-z, fci). Nous nous occuperons d'abord de la 
division , en commençant par les cas les plus simples. 

Dwision par deux. 
194. Premier cas. Dwision de la première période, — 
Le produit X (^) X (^ -h -^ J admet les périodes -5 w', il s'an- 
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a3a 

nule pour z = o et z = 79 et devient infini pour z = — et 

-ï = tH — 5 d'ailleurs le parallélogramme ( -> w' j ne renferme 

pas d'autres zéros, ni d'autres infinis, que les précédents-, on 
a donc 

La constante A est donnée par la formule 

i='©Ki*i)="(8)' 

on a ensuite 
Puisque 

y il) = ; > 

il en résulte 

195. Remarque. — La valeur de ^(0)9 dont nous nous 
sommes servis, s'obtient par la formule 

On trouve ainsi les quatre valeurs Aeky rr \ 9 en désignant par £1 et 

Q! un système quelconque de périodes elliptiques de la fonction 
\[z)y c'est-à-dire en posant (n° 90) 
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avec la condition 

(4a4-i)(2rfH-i) — 8^c = ±i. 

Ces quatre valeurs sont celles de 

elles sont deu^ à deux égales et de signes contraires ] la première 
et la troisième, ainsi que la seconde et la quatrième, ont pour 

produit T* Le calcul précédent comprend la division par deux 

de la première période SI de Tun quelconque des systèmes de 
périodes elliptiques. 

196. Second cas. Dwision de la seconde période, — 
Partageons en deux parties égales , par une parallèle à 
Fig. 3i. OA, le parallélogramme élémen- 

taire OACB {fig» 3i) de la fonc- 
tion X (s, A) ; OACB' sera le pa- 
rallélogramme élémentaire de la 
seconde fonction. A une valeur de 
'k^Zy h) correspondent, dans le 
parallélogramme OACB, deux va- 
leurs de z^ dont la somme est égale à - ; pour ces deux valeurs 

de z, la fonction X {gxZ^ ^i) a une valeur unique. A une va- 
leur de ^(g\Zyhi) correspondent^ dans le parallélogramme 
OACB, quatre valeurs de z , que Ton peut réunir par couples 






0) 




«' 


6) ta' 


«» 


— ^ 


et 


Z-H-» 


-H z. 




2 




2 


2 2 



Les valeurs de X (-g,fe), pour les valeurs de z d'un même 
couple, sont égales^ de plus les deux valeurs différentes de 

X (z, k) ont pour produit -• De ce qui précède il résulte que la 

fonction '^[giZyhi) est une (onction rationnelle du second 
degré en X (^, A), 

a^b\[z)-^cV(z) 
^1 ^^''' '^'^ - a'-^b'\{z)-^c'V[z) 
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La constante a est égale à zéro , puisque X {gxtfki) s'annule 
avec z. Pour que le produit des valeurs de A (z^h) qui corres- 
pondent à une valeur quelconque de X (^i z , Ai ) , soit -9 il faut 

que Ton ait 

c=:o, c'r=z a' k, 

La fonction 1 (^1 ^^Ar,) étant impaire , on a 
ce qui donne la formule 

Si Ton fait 

il vient 

1 = A r 3 A = 1-+- / ; 

1-+-/ 

d'où 

(2) \[s,z,k,)==[x^k) ^^*) 



i-+-^V(z) 
On a ensuite 

g^l — A, —.A 



k, , + *V(«),^^ 



Pour obtenir la valeur constante du second membre de cette 
dernière équation, on remplace z par jy ce qui donne 






w' -f- w\ 



^' '+* ,H.;t),,^-'+- 



Mais de la relation 



M^)M7-»=i- 



on déduit, en y faisant z = -, 7-, 

4 4 

/w &/\ /&) w'\ I 



MULTIPLICATION OU DIVISION DE L^UNE DES PÉRIODES. ^35 

(Railleurs 

.4 

Par conséquent, 



\{^+z] = -k{^-z 



(O w' \ I 



Il en résulte 

. 197. Sij après avoir divisé par 2 la première période co 
de la fonction i (z, A), on divise encore par 2 la seconde 
période ot>' de la nouvelle fonction, la troisième fonction aura 

pour périodes -9 -- et l'on arrivera ainsi à X (22, h). On peut 



_, — 
2 2 

vérifier aisément ce résultat. 

Par la première transformation , on obtient 



M^,.,*0 = ^x(3)y^-i_ilL, k = l 



sfT, 



+ *,' "'" 1+/! 

La seconde donne 



X(^»«. *l)= (•+ ^1) 



« -f- ^. >' 1?. 2, *.) 



.->f'V(z) ^ ^"' *'' 

Dii^ùion par un nombre impair quelconque, 

198. Premier casî Division de la première période, — 
Soient A et OI deux périodes elliptiques quelconques de la 
fonction propor.ée ; le produit 

X(3)>^2H.JJX (z-+.2^^... A^Z-f-(/t-l)^^ 

admet les périodes -1 ft'^ car les facteurs se permutent circu- 
lairement quand z augmente de - et chacun d'eux admet la 



336 Liy&E V. 

période ft'. Le facteur ^ (z) devient nul pour z =0 et in- 
fini pour z = — , le facteur X («H | devient nul 

pour z= — et infini pour z = 1 ; d'ailleurs le parallé- 

legramme des périodes -9 SV ne renferme pas d'autres zéros, 
ni d'autres infinis du produit que les précédents; on a donc 



(3) 



X(^.*,*,) = AX(»)X («-h"V • • X (»+ («-i ^\ 



Ea mettant k part le facteur ^ (2), et groupant deux à deux les 
facteurs de la forme 

d'après la formule (7) du n** 171 , ce qui donne 

on voit que la fonction X {giS^hi) s'exprime par une fraction 
rationnelle impaire en X (z ) , du degré n. 
On obtient la constante A en faisant 



a 

4/1 



d'où 



L. une des quantités -; — ^-p— est eeale a 7 ou a -7- sui- 

* ^n n ^ 4 4 

vant que n est de la forme 4 '*'-!- ^ o"l de la forme 4^' — i^ 



et comme 



Il &> 
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ilen résulte 



n — I 






ou 

n — I 



I , V 2 /w n\ /w £l\ 

(4) -=(-.) v(^--)v(^-.-) 



/w « — I Q 
\4 2 n 

De la relation 



on déduit 



T T U** 

Si Ton prend la dérivée des deux membres de l'équation ( 3 ) , 
et si l'on fait -e = o , on obtient la relation 

i'—(?)'H)K'?)-^('"-'?) 



\ 



n — i 



=,-„'*>.{î).(.e)...>.(i^î 

et, par suite, 

K")>-K)-K^") 



^ 



(6) e,^' 



^ . ft> n — I il 

. • • XM T — 



\4 " / \^ ^ I \4 2/î 

199. Second cas. Division de la seconde période» — 
Substituons comme précédemment aux deux périodes (o, o)'^ 
deux périodes elliptiques quelconques A, îî' et supposons que 
l'on veuille diviser par n la période îl'. 

On trouve par la même méthode 

(7)' 



=rA'X(a)X (z + ^ |> (zH-2 — |... X (zH-{/2 — i)— j 



5 I 

i 

I 
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puis, 

w r=K?-«)K4-^«)-n4-— 7) 

(9) *' = jj7î' 



(>o) 5'»=(-') 



»— I 
1 



200. La détermination complète des fonctions inconnues ne 
dépend que de celle de X ( — j ou de ). ( ^ ) î ces quantités sont 

deux des racines de Téquation que Ton obtient en égalant a 
zéro l'expression de X (n^) en fonction de X (z), équation du 
degré n* — i , après la suppression du facteur X (z ) . Nous allons 
chercher le nombre des fonctions différentes obtenues en divi- 
sant Tune des périodes par le nombre impair n. 

Nous ne regarderons pas comme distinctes deux fonctions 
égales et de signes contraires, ni comme modules distincts 
deux modules égaux de signes contraires, ce qui nous permet- 
tra de remplacer les périodes a>, &)'de la fonction X (z) par les 
deux périodes A et QJ déGnies par les formules 

pourvu que Ton ait 

(2rt -|-i)rf — ^bc :=Z ± \ ', 

et, dans la question actuelle, nous appliquerons à ces périodes 
la dénomination de périodes elliptiques. De cette manière on 
peut dire que les fonctions fournies par la division de la se- 
conde période sont les mêmes que celles qui proviennent de la 
division de la première période. En effet, les périodes ellipti- 

ques II, --> peuvent être remplacées par 

a»==(2a4-i)ft-h4p — ' 

il' 
a', = 7a -4- 5 — , 

n 
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pourvu que 1*011 ait 

{2a -f- 1) ^ — 4P7 ^^^^• 

Mais si Ton prend d = n ^ ce qui est permis , on obtient les 
périodes 

[ (2a H- 1) (2fl -h i) « H- 4 P^] « -H 4 [ (2 a -f- 1) ^/» -4- fl^P«?] »' 

il', = [(2 a 4-1) 7 H- ^]« H- (4*7 -f-'^) «S 

qui résultent de la division par // de la première période 
d'un certain couple de périodes elliptiques de la fonction pro- 
posée. On verrait de même que les périodes elliptiques — ) iV 

peuvent être ramenées à la division par n de la seconde pé- 
riode. 

201 . Supposons maintenant que Ton divise par n la première 

période du couple fl, fl'. Les périodes -» ft', de la nouvelle 

fonction peuvent être remplacées par 

a,= (2a-}-i)-H-4pa', 

/i 

* n 

pourvu que Ton ait 

(2a-|-l)^-4p7=:±:î, 

Remplaçons H et fl^ par leurs valeurs dans les expressions 
de ili etSl\ , il vient 

f (2a-f-l)(2û-(-i)-|-4P'»^]w-f-4[(2a-f-0*-4-P«^/]w' 

n 

f\ - » I 1 ^M-^fii 11 » ■! Il »»lll I .» • 

mm 1 •— ^ 

Soit n' le plus grand commun diviseur entre 2 a +1 et n ; 
posons (2a-Hi)= (2a'+i)»', nzzzn!n^\ Prenons 7 = — nf^c^ 



2^0 LIVRE V. 

J==2a'-hMla relation (aa 4- i) cï — 4/^7= ±i devient 

(2a'-hi) (2a-hi) -|-4M"^ = ± '• 
On choisira a et /3 de manière à vérifier cette relation. D'après 
cela les valeurs de fl, et de H\ prennent la forme 



il, = 



n 



ft', = 

' n 



q étant un entier quelconque. Lorsque q augmente d'un mul- 
tiple de w", la fonction ne change pas-, il suffira donc de 
donner à cette variable les valeurs o , i , a , . • • » '^^ — * • D'ail- 
leurs les »" fonctions ainsi obtenues sont différentes entre 
elles ; car il est impossible de ramener les périodes elliptiques 
de l'une à celles de l'autre. 

Le même partage du nombre n donne encore vl fonctions 
distinctes aux périodes 



a,= 



n 



, n ta 



fonctions qui diflèrent des précédentes. Ainsi chaque partage 
en un produit de deux facteurs nfn" fournit «'+ n" fonctions 
distinctes. Un second partage en deux facteurs n\ n' donnera 
encore n\ H- n\ fonctions différentes. 

De ce qui précède il résulte que : 

1®. Si n est premier^ le nombre des fonctions eit n -Hi ; 

2°. Si n est un. nombre composé, le nombre d^s fonctions 
est égal à la somme N des div^iseurs den, 

202. Remarque. — Soient n et «'deux nombres entiers im- 
pairs et premiers entre eux, les fonctions que l'on obtient en 
divisant la première période de X {« ) par n et la seconde par n' 
sont comprises dans celles que donne la division de la première 
période par le produit nn' , Si n et n' ont un plus grand com- 
mun diviseur d et que l'on pose n:=nid, n^ z=z n\ rf, pour 
diviser les deux périodes respectivement par n et ?i', on cher- 
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chera d'abord X [dzj k)^ puis on divisera par nin\ la pre- 
mière période de cette fonction. 

203. D'après ce que nous avons dit au n^ 91, quand deux 
fonctions elliptiques ont même module, les systèmes de pé- 
riodes elliptiques se correspondent deux à deux de manière à 
présenter le même rapport. On voit aisément que les fonctions 
dont pous venons de parler ne jouissent pas de cette propriété 
et qu'elles ont, par conséquent, des modules différents. Ainsi 
le; module ki a autant de valeurs qu'il y a de fonctions diffé- 
rentes. L'équation entre les modules k et ki jouit de diverses 
propriétés, parmi lesquelles nous indiquerons les suivantes, 
données par Jacobi. 

L'équation modulaire est symétrique par rapport à A: et Ai. 
En effet, si, après avoir divisé par n la première période de 
la première fonction , on divise par 7i la seconde période de 
la deuxième fonction, on revient ati module primitif^ c'est-à- 
dire que, si l'équation est vérifiée par Ar = a, Aj == P, elle 
doit l'être également par /t = P , Ai = a. 

204. La fonction elliptique, qui a le module complémen- 
taire A/ et pour paramètre l'unité, admet les périodes ellipti- 
ques -:- et — (n° 107); de même la fonction elliptique dont le 
module est k\ et le paramètre ^i , admet les périodes elliptiques 
— r-et — 5 c'est-à-dire que le module k\ correspond à la divi- 

sion par n de la seconde période de la première fonction. La 
relation entre À' et k\ est la même que celle entre k etki] donc 
l'équation modulaire ne change pas lorsqu'on y remplace k et 

A, respectivement par V^i-^A' et ^i — k]. 

La fonction X (Az, j ) a pour périodes elliptiques w — aw'et 

«'5 la fonction i (s^i ^1 ^ > T ) 21 po^r périodes elliptiques le sys- 

teme 2 &) et « qui est équivalent a et w'. L équa-' 

16 
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tion modulaire ne doit pas changer quand on y remplace k par 

Lorsque le module k est réel et moindre que Tunité, si Ton 
choisit les périodes elliptiques indiquées au n^ i09, et si Ton 
prend leur rapport p, on voit que, quand on divise par n Vuue 
ou l'autre des deux périodes ci) , o^ , le nouveau module est réel ; 
il diminue si l'on divise la première période, il augmente au 
contraire si Ton divise la seconde. Quand n est un nombre 
composé , si on le partage en deux facteurs n' et nf^ premiers 
entre eux, la division des périodes respectivement par les 
nombres n! et n" donne également une valeur réelle de ki. 

Multiplication par un nombre entier quelconque, 

203. C'est l'opération inverse de la précédente. Si le mul- 
tiplicateur est le nombre 2, la fonction inconnue s'obtient 
par la résolution d'une équation bi-carrée (n*' IQ^l)? ou d'une 
équation dii second degré (n° 196), suivant qu'il s'agit de la 
première ou de la seconde période. Si le multiplicateur est un 
nombre impair n , la fonction inconnue est racine d'une équa- 
tion du degré n (n° 198). Dans le premier cas le module k 
s'exprime en fonction de ki par les formules des n®* 194 et 
196; dans le second cas, il dépend d'une équation dont le 
degré est la somme des diviseurs de n. 

Lorsque n est impair, l'équation du degré /i, qui donne la 
fonction inconnue, est résoluble algébriquement. La simplifi- 
cation indiquée xdu n° 190, dans la recherche de X ( - , Ar ) en 

fonction de X(i:, /r), consiste à multiplier d* abord l'une des 
périodes par n , puis l'autre. 
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CHAPITRE V. 

TkAMSFORMATiON DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



206. Le problème que Ton se propose de résoudre est le sui- 
vant : 

Trouver toutes les fonctions rationnelles y de la variable x 
qui satisfont à l'équation différentielle 

dy dk 

La constante h est donnée *, il faut détermitier les constantes g^ 
et Al en même temps que la fonction y. Pour un couple de 
valeurs attribuées arbitrairement aux deux constantes gi ^ li^y 
1 équation différentielle n'a pas^ en général, de solution de 
l'espèce considérée, c'est-à-dire dians laquelle y s'exprime 
rationnellement en x, 

Soily^ la valeur dey qui correspond à x = o; concevons 
que Ton exprime les deux variables y et a: en fonction d'une 
variable auxiliaire z, en posant 

dy <l^ , 

d'où 



z = 



r^ dAc . ■ __ Çy dy 



Désignons par a l'une des valeurs de l'inlégrale 

»r, dy 






on aura aussi 

dy 






g. V('-r') ('-''•'/') 

et par suite 

(a) ' xr=\(z,k), yz=\{g^{z-\~ix),Â'^). 



6. 
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Il est d'ailleurs évident que deux fonctions elliptiques x et j, 
définies par les équations (2), satisfont à Téquation (i) quelles 
que soient les constantes gx et ki. La question revient donc à 
la suivante : Déterminer toutes les fonctions 

qui s'expriment rationnellement par une fonction elliptique 

donnée 

« :=>(si k). 

207. Supposons que les valeurs des constantes g^f h^ a 
soient telles que Ton ait 

(3) y=\. 

P et Q étant dés fonctions entières de x. Désignons par cd et 0/ 
un couple de périodes elliptiques de la fonction x , par Ui , tù\ 
un couple de périodes elliptiques de la fonction y. Quand z 
augmente de tù^ xne change pas, y ne doit pas changer non 
pltts, ce qui exige que (ù soit égal à une somme de multiples 
de tùi et ot>', ; le même raisonnement s'applique à 0/. Ainsi , il 
faut d'abord que Ton ait 

(4) ["rr^l':. 

OU 

„,= — ^ — , 

».= — ïïj — > 

en désignant pour abréger par N le nombre entier 

±(P9'-9P'h 

Lorsque les conditions (4) sont satisfaites, la fonction r 
s'exprime rationnellement au moyen de x et de sa dérivée , 
puisqu'elle admet les périodes co et o)'. Il faut trouver la con- 
dition pour que la dérivée n'entre pas dans cette expression. 

Le second membre de Péquation (3) ne change pas j lors- 
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qu*on remplace z par ^ , il faut donc que Ton ait 



et, par conséquent, 

(6) . --4-2a=: — +/>*'«, 4- ç'''»',, 

3 2 

OU, en tenant compte des relations (4)) 

(7) «- 5 

La condition (6) est suffisante (n^ 80); elle exprime qu'à une 

même valeur à^y correspondent, dans chaque parallélogramme 

élémentaire, deux valeurs de z ayant une somme équivalente 

, » 
a — 

2 

Degré de la transformation. 

208. Commençons par évaluer le degré de la fonction y 
par rapport à x. 

Considérons d^abord le cas où p et ^ sont premiers entre 
eux ; prenons deux nombres r et 5 assujettis à la condition 

/?* — ^r = ±:ï. 

La comparaison des relations 

pq' — 7//3=±N, ps — qr = ±ï 

donne 

/>' = N r -4- /?f , 

t étant un nombre entier. 

Le parallélogramme défini par les formules 

est un parallélogramme élémentaire de la fonction j' aux {pé- 
riodes elliptiques Wi, &>',; mais ces deux périodes nouvelles w, 



-/ 
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la fonction u peut être considérée comme aya'tot le parallélo- 
gramme élémentaire ( ^t fù' j ; dans chacun d'eux, â une même 
valeur de u correspondent deux valeurs de z dont la somme 
est nulle; dans le parallélogramme ( -t od j relatif à x', se 
trouvent d valeurs de z ayant deux à deux une sonmie ^ale i 
- -H ^^ donc u est une fonction rationnelle en x du d^ré^- 

et, par suite, y est une fonction paire en x du degré N. Ainsi, 
dans tous les cas, le degré de la fonction jr par rapport à x 
est égal au déterminant N = ih {pq^ — ÇP^)' 

Transformation du premier degré. 

Nous allons chercher d^abord toutes les transformations du 
premier degré; on les obtient en supposant le déterminant N 
égal à db I. Il y a plusieurs cas à considérer. 

210. Premier .cas : p impair, q pair. — Diaprés la for- 
mule (7), on peut donner à a Tune des quatre valeurs 

o, — > — î-> -î '' Si l'on appelle jTi la fonction qui corres- 
pond à a = o, les diverses valeurs àejr seront ±j^i, ± t — ; 
calculons la fonction /i = X (g^ 2, Ati). Les fonctions y^ et x 
ont les mêmes zéros et les mêmes infinis; donc le rapport*^ 

est une constante A. Pour avoir la valeur de la constante Â , 
.dans la relation jr^ = Ax, faisons 



c'est-à-dire 



il en résulte 



'=4 = — T— ' 



4 42 



A = ly OU A =: ^. 
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On obtient le module hi en faisant 



« = -7-4-—; 

4 a 



on trouve , lorsque A = 1 , A*! = fc , et lorsque A = Ar ^ 
A^i = 7» On a ensuite soît g'i=i, soit g| = A, Les solu- 
tions de ce premier cas sont donc 

(8) ^, = ^, ^^1=1, r = ±^» -^"^Âi' 

et ^ 

(9) *'=7' fi'» = ^> r = ±^ar, / = ±-- 

211. Second cas : p ptur, q impair. — La valeur de çt est 

r 

de Tune des formes lii -~ ± •—; appelons yt la fonction qui 
correspond à « = — -+- -7!-; les diverses valeurs de y seront, 
comme tout & l'heure, ±^1, ± 7 — • 



Soit 






En faisant jz = o , on a 



m 



=K"(^)''-)=^- 



r 

Si Ton remplace z par -* -h z = — + z, or se change en — x 
X et jr en 7 — 5 il en résulte 



n 

X 



I X 

m 



aoo 
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et y par suite, 










I 

X|/7t 


— 


m, 




n 
m 



n . 



Ces trois relations se réduisent à deux , et la première donne 
pour m la valeur déjà obtenue. Le premier membre s'annule 
pour 

^- 4—- 4 ' 

mais on a 

«I -h w' i_ « •_ w' «i H- «'1 . w' 

-i-=±4-T ''" -4-=-r 

suivant que ^' est pair ou impair; dans le premier cas 

• 

— •= -= et dans le second — = -=• Supposons d'abord a' 
pair, on aura 

n = --=1 /i' = — v^, 
I \ ^ x\]k 

Pour obtenir le module /r, , nous ferons 
d'oA 

I 

I _ I v/>' __L := _ 1 + ^k 

Prenant les dérivées et faisant z = o , on ^ 
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d'où 

Les résultats correspondant au cas où (f est impair se dédui- 
sent des précédents par le changement de k en — ^. Ainsi les 
formiiles pour le second cas sont 

. V . i-^-iJk ï -hixJA ^_ I — ï V7 I — /> v*^ 
(il) X = db ^ ^ — y ^ = ± —=• 

Le cas où p et q sont impairs donne les mêmes formules 
que le précédent* 

A cause des deux valeurs du radical ^k , on voit que le 
nombre total des valeurs de k] est 6, et qu'à chaque valeur de 
k] correspondent deux valeurs distinctes de y*. 

Transformations du second degré. 

212. On trouverait avec la même facilité les transforma- 
tions du second degré; maïs nous verrons par la suite qu'on 
les obtient en combinant deux transformations particulières 
du second ordre avec celles du premier. C'est pourquoi nous 
nous bornerons à considérer le cas particulier suivant qui 
nous sera utile. 

Soit 

4 



/ ' 



/ = a/^j, U-f-^), X-, 



j est «ne feoctkn poîre ia 






-^x,U 



vakv préoédcBle^ il 



12 






4 



1 l±i . i^li 



Eafia^ CB égdaiit les u w fcMMt s des poisuiccs de x*. 



(i-*r«î=q^*. ^.=. id=.:. 



cr ^ji^^ii^*^^»^^^^ ^^^^M^^v ^ 



SIX 2So«s aHoBS mdiqacr BainteBWt 

■m gcBcral la fsnctioa j-. Xo«s eTnMWiom fabord le 
la Ibiicdaii x s'annula avec x. 



naOe oa de la fonse st — + n » * Fé- 
«{■aiioB 17) moBtrequep est nipair, ^ pair, et Ton a 



Sa tmi O MJus dTaboid pclq pieiiiieffs entre cvx^ si Ton com- 
pare la Êwdâofli r à la £>iiclîon qui admet les p giode s dlip- 
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tiques (q°208), 

on voit que ces deux fonctions, ayant les mêmes zéros et les 
mêmes infinis, sont dans leur rapport constant; la première 
est ^ale à la seconde multipliée par l'une des constantes 

zbi,±-r« Mais la fonction aux périodes elliptiques w, «" 

* 

s'obtient en divisant par N la seconde période de la fonction 
x = X (z, Ar). SiNest impair, on pourra diviser par N la pre- 
mière période au lieu de la seconde. Si N = 2"N', on pourra 
diviser la première période par N', puis la seconde n fois de 
suite par 2. 

Si p et ^ ne sont pas premiers entre eux, leur plus grand 
commun diviseur d est impair; on divisera d'abord par d la 
première période co, puis on opérera comme précédem* 
ment {n° 209). 

La valeur de y, pour z == — ^ est nulle ou infinie suivant que 

4/ est pair ou impair ; donc le degré du polynôme Q sera supé- 
rieur ou inférieur à celui du polynôme P, suivant que les 
nombres ^ et N seront pairs ou impairs. Il faut remarquer 
en outre que la valeur dey est égale au produit de x par une 
fonction rationnelle de x*. 

Transformation efun degré quelconque quand y ne s^ annule 

pas ai^ec x. 

Ce cas se subdivise en quatre, suivant que p et q sont pairs 
ou impairs. 

214. Premier cas : p impair^ q pair. — La relation (7) donne 

a = -i ou a = — \ car il faut rejeter les hypothèses 

a = o,- a = — qui donneraient y=o pour x = o. La fonc- 

tion j est égale à ± r-r — ? c'est une fraction du premier 

degré de Tune des fonctions qui s'annulent avec x. 
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213. Secoud cas : p paii\ q impair, — Considérons une 
fonction auxiliaire y^ s'annulant avec x et admettant les pé- 
riodes elliptiques ci)«, &>', déterminées par les formules 

dans lesquelles les nombres entiers a, &, a', b'^ vérifient la 
relation aV — ba! = dz i . On aura 

« = (ct/?4- û'7)6>2 ■+- [bp -+- b'q) w', , 
6/ = {ap' -h û' ^') w, -h (ft// -f- ^' tj') w', , 

= (W' — 7/»') («*'—*«') = W. 

Si Ton prends ce qui est permis, a = 6 a= a't= i et ^'=2, 
la fonction j'i est une fonction rationnelle en x du degré N; 

on voit que la somme -des deux valeurs de z qui dans cha- 
que parallélogramme correspondent à une même valeur de y 
est équivalente à — > et par suite que y est une fonction ra- 

tionnelle du premier degré en y^. Ainsi y est une fraction du 
premier degré de Tune des fonctions qui s^évanouissent avec x. 

216. Troisième cas : p et q impairs» — On traite ce cas 

comme le précédent et on arrive à la même conclusion. On 

prendra 

a = b = y = i et û' = 2. 

217. Quatrième cas : p et q pairs, — Comme nous Tavons 
vu au n° 209, la fonction y s'exprime par une fraction qui ne 
contient que des puissances paires de x. 

Soit p = ip^^ q = '2qi',, posons 

Désignons par k^ le module de la fonction aux périodes ellip- 
tiques ot)j» , 0)', et par g^ son paramètre, la fonction 



a:, =: > g^, ( z -h -^ ), X 



4; 
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sera donnée par la formule du n^ (212) 

I -h kx^ 
' I -kx^ 

On a ensuite 

w, = y»' w, 4- q' w', , 
^\ = (Pi —P') ^i + (f7i — 9') «'. • 
Le déterminant 

p' (q^-'i')-q'{p.-p') 

est écral à — • Posons maintenant 

« -h j = z', d'où ^, = X (g'a z', /•,) ; 

la somme des deux valeurs de z, qui, dans chaque parallélo- 
gramme élémentaire, correspondent à une même valeur dey, 
étant équivalente à o, la somme des deux valeurs de z* est équi- 
valente à —5 il en résulte que y est une fraction rationnelle 

N 
en Xi du degré — Si p' et ^' ne sont pas tous deux pairs, cette 

fraction se déterminera comme nous l'avons dit; mais si p^ et 
(f contiennent le facteur 2, on répèlera une seconde fois la 
même réduction. Cette seconde transformation ramène le 
module primitif A^, tandis que le paramètre acquiert la valeur 
2, et la nouvelle fonction Xt a pour valeur 

I Il — 2 A-'x*-f- A*^* 

^ , ^ { » ,\ /• 1 — 2x'H-X-*a:< 

A- A 



("+i'*) 



218. Le résultat de deux transformations successives , l'une 
du degré n , l'autre du degré n', s'obtiendrait par une seule 
transformation de l'ordre N = ««'. Réciproquement, toute 
transformation de l'ordre N = un' peut s'obtenir par deux 
transformations successives , la première du degré w, la seconde 
du degré n' . Cette proposition est évidente lorsque la fonction j^ 
s'évanouit avec x, puisqu'alors on obtient la fonction en divi- 
sant les périodes de x par deux nombres dont le produit est N, 
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et que l'on peut remplacer chaque division par deux divisions 
successives ; il est facile de Tétendre à tous les cas. 

En appliquant au cas où le déterminant est ^al à 2 ce que 
nous avons dit dans les n^' 213 et suivants, on voit que les 
transformations du second degré s^obtiennent en' combinant, 
soit la formule (2) du u^ 196 pour la division de la seconde 
période par deux, soit la formule (12) du n? 212, avec les 
formules de transformation du premier degré. 

219. Legendre s'était proposé le problème de la transfor- 
mation comme moyen de simplifier le calcul de la valeur ap- 
prochée de rintégrale définie 



_ r' dx 



dans laquelle le module k a une valeur positive inférieure à 
l'unité. On obtient rapidement la valeur approchée de z, 
lorsque h est voisin de zéro ou de un; il s'agissait de ramener 
rintégrale à l'un des cas précédents , par un changement de 
variable. Dans la première transformation indiquée par Le- 
gendre, la fonction y est une fonction irrationnelle de x\ 
elle correspond à la division par 2 de la première période de 
la fonction x. 



CHAPITRE VI. 

REMARQUES SUR LA TRANSFORMATION. 



Remarques sur la dmsiùn de la première période. 

220.^ Nous avons donnée ;«»°* 198 et suivants, les formules 
indispensables pour la division de Tune des périodes d^une 
fonction elliptique par un nombre impair n. A ces formules , 
on en peut ajouter beaucoup d'autres utiles dans les appli- 
cations. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse de la division de la pre- 
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mière période ; on a trouvé 

(^ -={-0.3 v^^_-)v(^-a-)...x..^^-_J, 



'- X 



221 . Remarquas I. — On démontre aisément que la fonc<» 
lion ft ( gfi 2, Xti ) lèt le produit 

ont les mêmes périodes élémentaires «^ et — H- fï', les mêmes 
zéros et les mêmes infinis ; donc 

d'où, en faisant ^ == o , 

« î=K?) '•('?)•-• C-^^)- 

On a de même 

<»> è=-(T)-(4)--('-^7)- 

»7 
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En faisant ^ = 7 dans la formule (7), il vient 

'•.=— (i-")-(i-'?)--(î-^^)- 

et, en »e servant de la relation v ( 7 — ^ J v (z)=:A'(n'* 101 ), 

(9) ^. = c 



La division membre à membre des formules (1) et (5) donne 

La comparaison des formules (8) et (9) , puis des formules 
(a), (3), (4) conduit aux relations 

<■-) '• (î)>- (4')- •-("-??) -.vf- 

M ^■(-")^'('î)--"(vs)=\/^Vi- 

„4, ..(?)..(,e).,.„,(iz:;2). 






222. Hemauque IL — Au lieu d'exprimer les fonctioBs 

^ (§1^9 ^^1)5 f*{sri^»*^i) vîPa** <îes produits, on peut les expri- 
mer par des sommes. 

Si, dans la formule (i), on groupe lefacteur T^lz-i j ayec le 

facteur X ( -g 4- (» — t) -^j qui est égal à i Iz j, puis les 



T 
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facteurs^ ( 2 -f- a — |î i ( z -f-(« — 2)— J,. . ., on a 






,_ ^'(*^- 



.=(-0 ''(") vfgy 



Il en résulte d'abord, d'après les relations (4) et (11), 



_ "~' i — 



(i5) m,z,k,)=gA{i) jj — ^ — \ «/ 



^=, I— *n»(«)x= 



(-J) 



Si^ dans l'équation (i5), on eon^dère ^(gtZiki) ccMM^ 
une quantité donnée et X(z) comme Pinconnue, les n va- 
leurs de l'inconnue sont les valeurs des quantités 

X (z), > («-+--j> >U4-2-jv> > U-4-(/i--i)--\j 

puisque le second membre ne change pas quand z augmente 
de — . Or, si l'on ordonne l'équatfea par rapport aux pois- 
sances de X (2), on voit que la somme des racines est égale à 



ou a 



«7 
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Ainsi 
(•6> < ' r ;,===! 




=è,M.)|-2 - "^'^^ 



_ V 

On a de même 
(•7)1 r ;'==^ 



=, i-*U'(«)v(;,^| 






= ■— — fA(»)| 1 + 2 ^ " ■ " " ■ " ' ■ ■ ^" I* 



p=Lrt'^t 



('8)( r ^=s::l 







,^, ,-*'V(z)X»(/,^| 



^=n— I 



(^.,,^,)=JL 2 -(^-^/'^) 



;?=o 



(»9)\ I «-I 




223. RÉMAitQtJè III. — Ont exprime aisément par des for- 
mules analogues à celles des numéros 221 et 222 la fonc- 
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tion I — ^(g^i^y^i)) qui, dans chaque parallélogramme élé- 

meDtaire, admet le zéro double 7— On sait (n^ 198) que Tune 

j . , n . n , , , û , 3n 

des quantités 7 — [^p- est égale a -^ ou.a -p» suivant que n 

est de la forme 4 'ï' H- t ou de la forme 4^' — ' • On aura donc, 
dans le premier cas, 

(20) I — ^(g'.«,X») = B JJ j^,,--Wz+;,^jJ| 

4lans le second cas, 

p=o 

La constante est la même^ on la détermine en faisant z = o, 
ce qui donne 

i=,(e),.(,e)... ,.(î=ie). 

La fonction i-^k^'k^giZ^ki) admet, dans chaque parallélo- 

û, II' • 
grafnme élémentaire, le zéro double y — h rr* L'une des quan- 

. , a a' û , , ■ , n . a' , 3n , n' 
tites 7 1 h P - eta,nt égale a 7 H oua-7' H ^ 

suivant que n est de la forme 4w'+i ou de la forme 4^' — 'i 
pn aura, dani le premier cas, 

(22) I— *,(gr,2,*.) = C J^ Fi— ^xU-f.;>2\J, 
dans le second cas, 

(43) i-A,x(j',«,A,)=p n ['-»-*^(»+/'^)]- 

;.=o 
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Eii faUnnt ^ = o, on trouve 



On peut transformer ces formules, ai l*on met à part le 
premier facteur 9 et si Ton groupe lea autres deux à deux, &i 
remarquant que 

et que 

on obtient Içs quatre foriQales saivantes 

M») 



— r,- M») !• 



(a4) ^-X(y.*,*.) = [i-X(«)] ^^ 

^=1 ,_*»)i»U^| v(») 



(25) i-X(g.»,*,) = [^+M»)] 



n'tlîM. 



^«^i X 



r._,x(^-^^)x(J 

(26) .- *.x(^. «,*,>==[»- *x(«)] ff i= >^. -.y i- 



n — I 



;.=. » 



»— 1 



U*x(f-^?)x(.) 

(27) ,^k^(g,z,/,,) = [i+iï{z)] JT L \^ " Z i. 



r= I « 



J 
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La première et la troisième s'appliquent lorsque n est de la 
forme 4 ^t' + 1 9 les deux autres quand n est de la forme 4 ^^ — ' • 
En remplaçant z par — z, on obtient les fonctions 

on en dëduit les valeurs de {^(gt^'i h) ^t de v (^1^, k^) obte- 
nues d'un« autre maniéré. 

Remarques sur la division de la seconde période. 

224. Les formules pour la division de la seconde période 
sont semblables aux précédentes; on les obtient en remplaçant 
dans celles-ci, dont nous désignerons Uensemble par {s)^H par 



n — I 



II', et, en outre, dans la formule (a) A par ( — i ) ^ A , et 



n — I 



dans la formule (3) g% par ( — 1) "^ gi'^ soit [sf) Tensemble des 
nouvelles formules. L'omission de ces deux derniers change- 
nients donnerait la fonction inconnue changée de signe lors- 
que n est de la forme Ji n* — i . En remplaçant dans les for- 
mules (5) îi par ±: w fi H- (iqin) flf, ce qui est permis, les 
sîgiles supérieurs correspondant au cas où n est de la forme 
4 w'-f- 1 et les signes inférieurs au cas où n est de la formé 4 n* — i » 
on obtient, au signe près des deux constantes A et gi, les for- 
mules relatives à la division de la seconde période. Ainsi , 
abstraction faite du signe, la division de la seconde période 
par n donne les mêmes fonctions que la division de la première 
période par le même nombre, ce qui s'accoixle avec la re- 
Énarqûe du h^ 200. 

$25. Dans les formules (5), Q désigne la pi^emière période 
de Tun des couples de périodes elliptiques de la fonction 
% (z^h)\ c'est-à-dire que Ton a 

4a -H I et 4 ^ étant premiers entre eux. Mais ces formules ne 
changent pas lorsqu'on augmente £2 d'un multiple de /lo) ou 
^e n^iù'^ or on peut prendre t et t* ainsi que a et b^ de manière 
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que Fon ait 

p et q ëtaat des nombres quelconques n'ayant pas un même 
facteur commun ayeç n. Dans ce qui suit nous supposerons 
que Si désigne la quantité ptù + giàf^ et qu'en outre q est 
pair. 

Transformations complémentaires, 

226. On sait que la fonction m module i^, complément de hy 
a pour périodes (n° 107) 

^ . , / '» 

* 2 

On en déduit 

en désignant par fli une période apalogue à il servant pour 
la transformation de la fonction au module complémentaire* 

Si dans les formules (5) on change z en iz^ P, en iA|, et que 
Ton remplace le9 fonctions 

par leurs valeurs à l'aide des fonctions 

^{§th^\)f i^(gi^f^\)f v(g',«,^;), 0(5^,2,^,), 

dans lesquelles le paramètre gi n*a pas changé, tandis cjue Iç 
module ft| est remplacé par son complément (n® 106) ^ si e^ 
même temps on exprime les fonctions 



('(-'?))• '('(•*''î)) 



>•••> 



fi Taide des fonctions 



(î-h/^—,/' h pM-f-/?^>X'j 



V •> 
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et les constantes 

à Taide des iioiivelles constantes 



• • « 



(,^.). ,(,s,.) 



»••♦ 



on déduira ainsi des formules qui servent à passer du mo« 
dule k au module ki celles qui servent à passer du module 
A^ complément de k au module A^ complément de Ai. 

Les formules déduites de la série (s) seront les analogues de 
celles de la séri^ (5'), et réciproquement. 

Transformations supplémen t aires . 

227. Si, après avoir divisé par n la première période Ci dç 
la fonction X (^9 A), on divise également par n la deuxième 
période A' 4e la seconde fonction, on revient, ainsi que nous 
Tavops observé, avi module primitif et le résultat est X [nz^ A). 
Ce sont ces deux transformations successives que Jacobi ap-* 
pelle transformations supplémentaires \ leur ensemble équi-^ 
vaut à la multiplication de l'argument z. On a donc 



. = ^ I- 



\{nz,k)=l\[g,z,k,) TT 

toi .M.M. 



^' \P^' 7 ' '') 



p^, i — i'V{g,»,i,)v(pg,—,li,\ 
Mais on sait qup 

i]\'{g,a,k,) = 



>.(„(f-.U,)' 



par conséquent le diviseur du dernier- facteur a pour valeur 



,. i' (?.»,*.) 






1 — 
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on verrait de même que le précédent est 

et ainsi de suite. Si Ton change Tordre des diviseurs, la valeur 
de A (nzy k) prendra la forme suivante 






SniZl I — 



(28) Hnz,k)=-^l(g,z,A',) U \ ^ / 



f=i l — 






Pour ûxer les idées ^ supposons le module A réel et moindre 
que l'unité, la fonction X (z, Xr) a pour Fun de ses couples de 
périodes elliptiques 

les intégrales étant rectilignes. Admettons que le paramètre 
gi et le module X^i se rapportent à la division par n de la pé- 
riode (*); d'après l'équation (4), quand n devient très-grand, 
kl tend vers zéro^ par conséquent la limite du produit 



w __ p du 



est égale à 2 ir . celle de ^ est égale — ^ ; enfin celle de 

X ( ~ a, A, J î quand on suppose que a reste fixe, est sin-^- «• 

Si dans la formule (24) on fait z = -9 (^ restant constant lorsr 
^uc fi augmente indéfiniment, il vient 

airÇ . 27rÇ 
sin' sm* 

>(C,*) = — sin^ '""siD»2irp '"^sin»47rp 
^^ » . ,2îrÇ . ,2irÇ 

sm* sm* — - 

(fi ft> 

sm' np sin' 3 Trp 
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C'est par cette démonstratioa , qu*il aérait aisé de rendre 
rigoureuse, que Jacobi obtient le développement des fonctions 
elliptiques en produits d^un nombre infini de facteurs [voyez 
livre IV, chapitre ii). 

Transformatiori du troisième degré. 

228. Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous 
allons effectuer les calculs pour la transformation du troisième 
degré et pour celle du cinquième degré. Nous commencerons 
parla transformation du troisième degré. 

Si l'on développe suivant les puissances de z les deux mem- 
bres des équations (^5) et (27), et si Ton égale les coefficients 
de z 2 on a 

(20) — «'i = ï ^-7 T* 

'(h)- 

(3») _^j, = ,_,>(a). 

En égalant les coefficients de z^ dans les deux membres de 
l'équation (5) , on trouve 

Enfin r«qiutioD (4) devient 

Posons 
Véquation (Sa) donne 

puis Téquation ( 29) 

gi — • 
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Substituant dans l'ëquation (So), on obtient Téquation entre 

les modules 

( 33) />« — ^* =r 2^7 (i — p* q% 

m 

De Tëquation (3i) on déduit 

i 

La substitution dans la formule (i5) donne la formule de 
transformation 



x" 



En éliminant X*( — j entre les équations (la) et (i3)) on 
obtient l'équation modulaire sous la forme 

qui se ramène aisément à Téquation (39) • 

Si Ton supposées; réel, positif et moindre que Tunité, l'équa* 
lion (33) a une racine réelje comprise entre o et p^ une 
seconde racine réelle comprise entre — i et — p et deux racines 
imaginaires. La racine positive correspond à la division de la 
période ci>, la seconde racine réelle à la division de la période c^^ 

Tratuformation du cinquième degré, 

229. Les équations (34)» (a6), (5), (7), (4) donnent delà 
même manière que dans le cas précédent, 

(36) ^.J=J + 2[X(a)-X(3«)], 

(37) ^; = , + a[5;ji^^+5^J-.*'[^M-«)+v(4«)]. 

(38) s^î^=H-2[V(«) + X»(3a)]-2[X'(2«) + X'(4«)l, 

(39) v(«)v(3«) = ^; 
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dans lesquelles a désigne , pour abréger, la quantité — r. 
Si Ton pose 

on déduit des équations (Sp), (35), (36), 

X (3a) -- ^ (a) ==:--^^-=-^> 
>'(«) + V (3a) = ^^' - y;)' + 8/^g(' ^/'y')', 



Eliminant entre les équations (87) et (38) le binôme 
X*(aa) + X' (4a)» puis substituant à la place des quantités 
leurs valeurs, on obtient Téquation modulaire, qui peut pren-^ 
dre les diverses formes suivantes : 

(42) (p'-^q') (p'—q*) — ^Pq (l -hpq') (l — y/>=») r= o. 

L'une des équations (33) ou (34) donne ensuite la valeur 
de X* (aa) 4-^* {4«)î on trouve 

d'^ailleurs , on a 

X(3« + .)>(3a-.)=X(4«)A(*«)=.-j^i^^^=^^ 



il en résulte 



V(2a)X'{4«)=4J^^^. 
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d'où, enfin, la formule de transformation 



.r» 



I — 



— X'(2a) V(4a) 



CHAPITRE VIL 

SUITE DE LA TRANSFORMATION. 



230. On peut, avec Abel, généraliser le problème de la 
transformation et se proposer de déterminer gt et kt de manière 
que Téquatiofi 

ait une intégrale définie par une équation algébrique 

(a) /(«■,r) = o» 

entre les variables x et ^^ Si Ton continue de désigner par z 
une variable auxiliaire liée aux variables xeljr par la relation 

(3) rf, = 4- = ^, 

on aura 

(4) « = :X(z,*), j^=>(^,(*-ha), *.)• 

SoitN le degré de l'équation (a) par rapport à y ; &), w' les 
périodes de la fonction elliptique X (j?, k) *, cOi, d^'^ celles de la 
fonction ^(gtZ^ki). Supposons que Ton ait remplacé dans 
Téquation (a) x et y par leurs valeurs en fonction de zi 
quand z augmente d'un multiple de co, x ne change pas^ ai' à 
chaque valeur de x correspondent seulement N valeurs de 
y; il en résulte que y ne doit pas changer lorsque z augmente 
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d'un certain multiple de o); le même raisonnement s'applique 
à la période co'. Ainsi il faut que l'on ait 

m, pi, Çi étant des entiers que Ton peut supposer non divisi- 
bles par un même nombre , et de même m', p\ , q\ . 

231. Nous allons démontrer que ces conditions sont suffi- 
santes. Sur le plan, dans lequel sont figurées les variations de z^ 
marquons les points a^ as^ a» » . • • > a\y a'^^a\, . , , y qui cor- 
respondent aux valeurs co, acd,..., co', 2 co'^..., attribuées à z\ 
par les points a\ , a',, a, , . . . , menons des parallèles à oa, et 
par les points ai, a^, ^3 » . . . , des parallèles a oa\] opérons de 
même avec les périodes tù^ w', . Le plan sera ainsi partagé en 
deux systèmes de parallélogrammes élémentaires^ qui corres- 
pondent, les premiers à la fonction x, les seconds à la fonc- 
tion j". Les équations (5) expriment que les points ^„, «,,„, 
ûjm, . . . , a'm'i û'amS • • • 5 sout dcs sommcts communs aux deux 
systèmes de parallélogrammes; leç d rai tes du premier réseau, 
qui passent par ces points, se coupent en d'autres points qui 
sont également des commets du second réseau; l'aire de cha- 
cun des parallélogrammes formés par ces droites est égale à 
mm' fois celle du parallélogramme élémentaire de la fonc- 
tion x et à piq\ — p't^i foi* celle du parallélogramme élé- 
mentaire de la fonction j. 

Mais il peut arriver que les parallélogrammes renferment 
dans leur intérieur des points communs aux deux premiers 
réseaux. Pour former le troisième réseau de manière que ses 
sommets comprennent tous les points communs aux deux pre- 
miers, on fera mouvoir parallèlement à elle-même la droite oai 
jusqu'à ce qu^elle passe par une seconde file de sommets com- 
muns c,, c, , Cs , . . . ; puis on joindra l'origine à l'un quelcon- 
que de ces points, au point C| par exemple; par les points 
^m 9 ^sm 9 ^sm 9 • • * 9 OU mènera des parallèles à ot\ ; enfin on 
prendra sur oc^ des longueurs oci=Cic'j = c,c'^,.,., et Ton 
mènera par les points c',, c", . . . des parallèles à o^i. 



1 



^ya Ltvnfe v. 

Le déplacement de oai se détermine en cherchant le mini» 
mum de b, pour lequel on a 

a, by ai, i| étant des entiers; question qui ne présente pas de 
difficultés lorsque m , m\ p^^q^ p\ 9 (fi sont donnés. 

232. Substituons aux relations (5) les relations équiva- 
lentes 

Diaprés ces relations^ le plus petit parallélogramme ayant pour 
sommets des sommets communs aux deux réseaux, est équiva- 
lent à mb fois le parallélogramme élémentaire de la fonction 
a: et à p^b^ — <7t^i fois le parallélogramme élémentaire de la 
fonction y. 

Soit d le plus grand commun diviseur entre pi et ^t \ po^ 
sons Pi = dpi , Çi = dq^ > 

«i=/'ï«i -4- ^1», , 

les entiers pt^Çt^ p\ ï ^'j vérifiant la condition pu 7',-— p', ^1 = t * 
On peut remplacer les périodes Wj, w',, comme périodes élé- 
mentaires, sinon comme périodes elliptiques, par les périodes 
Wj , tù\ , et Ton déduit des relations (6) 



^ ' ' i /i w + iw' = rwj -4- f &y, ; 

on a d'ailleurs 

p\hy — q^Ox == fis. 



Appelons ki le module de la fonction aux périodes ellipti< 
ques cot, co',, gt son paramètre et «i une constante choisie con- 
venablement, on sait (n°* 210 et 2H) que la fonction 

s'exprime par une fraction du premier degré à l'aide de 
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La question proposée est ramenée à la recherche de la rela* 
lion qui existe entre les deux fonctions x elyt. Pour cela, 
nous déterminerons un parallélogramme (H, Q!) qui soit 
compris exactement dans chacun des parallélogrammes (co, (»/) 
et (wj, (ù\). 

Soit df le plus grand commun diviseur entre b gIS] posons 

puis 

(8) * « = Jc/'n, 

on aura, d'après les relations (7) , 



(9) l f [ad'-rm ^ h,t 

o>,= h 



Puisque ij et s^ sont premiers entre eux, on peut choisir t 

- ., ad — rm b^t . . -^^ . 

de manière que 1 soit un entier ff Désignons par 

K le module de la fonction aux périodes A, îl' et par G son 
paramètre, par a^ et ccs deux constantes choisies convenable- 
ment , on aura (n° 207 ) 

MO(3 + aO,K)=/[Xtz,it)], 
; (G (z + a^), K) = ç[X {g,z, k,)l 

f et Q étant les caractéristiques de deux fonctions ration- 
nelles , la première du degré ds et la seconde du degré mb ) il 
en résulte, en désignant par «i une constante qui dépend des 
deux constantes a^ et a^^ 

et, en remplaçant y 1 par sa valeur en y^ 

(10) /[x(8,<-)] =^[>^(»-+-«).*.]. /W = 4'(r), 

a étant une constante déterminée. 

L'équation (10) contiendra donc les variables a: et y sépa- 

18 
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rées, la première au (lfgré/^/5, la seconde au degré nib. De celle 
iiitt^ale particulière on déduit aisément Tîntégrale générale de 
réquation (1) pour le système de valeurs g',, h^ considéré; 
cette intégrale est donnée par Téquaiion 

^ /[M^-^c, ifr)] = + [x(^.,,ifr.)], 

C étant une constante arbitraire. 

Ainsi, à Taide de la fonction auxiliaire au module K, la ques- 
tion proposée se ramène immédiatement à celle traitée au 
chapitre iv, et Téquation entre x el y peut toujours être mise 
sous une forme telle, que les variables soient séparées. Il ré- 
sulte également du chapitre m, que cette équation est résoluble 
par rapport à chacune des variables. 

233. Nous allons examiner d*abord quelques cas particu- 
liers. 

1°. On demande que fc| = k. 
Dans ce cas , on a 

par suite les relations (5) deviennent 

ou 

(12) < 

en désignant par p le rapport — 

Lorsque le module h est réel, on peut supposer p z= ri\ 
r étant réel. Si l'on veut que g^ soit réel, il faut prendre 



puis 



q, = p' = o, 



^, = — =r — = -, 
m m q 



}) et q étant deux entiers premiers entre eux. Alors on aura 
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Si gi n'est pas réel , p\ et Çi seront différents de zéro , et 
Ton tire des équations (12) 

donc il faut alors que p soit racine d'une équation du second 
degré à coefficients entiers , et par suite de la'forme 

(i3) P= , 

a, &, d^ c étant des entiers dont le dernier est nécessairement 
positif. On aura, en outre 



(l4J g^= =: 

^ m a 

Réciproquement, si les quantités p et gt sont de la forme (i3) 
et (14)9 l^s fonctions ^{gi{z-h a), k) et i (z, ki) satisferont 
à Téquation (i). En effet, ces relations peuvent s'écrire 

ou 

d' Sx — û' do — a d' gx: — a' dû — a 

y— =— 6— ' —p b '^=°' 

qui prennent la forme (12). 

2**. On suppose 

k, = A' = ^i^k\ 

On a alors 

2 (*>' f I &> 

d'où 

Supposons k réel et p = // , /' étant réel -, pour que g^ soit réel, 
îl faut faire yt;', = 91 = o , il en résulte 

^' m im' r 

18. 
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c'est-à-dire 






Si Ton ne demande pas que g^ «oît réel, p devra être racine 
d'une équation du second degré à coefficients entiers, ou de 

la forme ' il faudra ensuite que Ton ait 



ê'. = 



b'fc-^a' sT^i 



d! 



î 



et cela suffit. 

2^{4. Revenons au cas général. Désignons par 1^1 lerapportdes 

périodes — • Si les fonctions aux périodes &>, w' et «,, to'^ sont 

liées par une équation algébrique, il faut que Ton ait 

A + Bp, 

p = *-. 

^ CH-Dp. 

Supposons cette condition remplie. Parmi les divers systèmes 

de périodes qui la véri tient, si l'on prend ceux qui satisfont 

aux relations 

w = An -f-Ba', 

w'z=cn-hDa', 

on sait que la fonction aux périodes fl, fi' s'exprimera algé- 
briquement par la fonction aux périodes w, w'. Pour qu'il 
y ait une relation algébrique entre celle-ci et la fonction aux 
périodes Wj, eo', , qui a même module que la fonction aux 
périodes H, ft', il faut également qu'il y ait une relation algé- 
brique entre les fonctions dont les périodes sont respective- 
ment Wj, w, et n, 01, Si le rapport pi n'est pas de la fomae 

a -^h J — c ., ^ , 1 a a' . 

> 11 laudra que Je rapport — = -7 soit commen- 



W| w, 



surable; mais si le rapport pi a la forme -z — —5 le rap- 

li il' 
port — = -7- pourra avoir une valeur quelconque de la forme 

a' -+- f/ s/— c 
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CHAPITRE yill. 

ÉQCÀTiOir DIFFÉRENTIELLE ENTRE LES MODULES. 



Équation différentielle entre le module k de la fonction 
'k [zyk) aux périodes elliptiques o), ot>', et le module hx de 

ta fonction X {g\.z^ h^) aux périodes elliptiques - » w\ 
â35. Considérons les deux intégrales définies 

(2) B= / " du, 

ces deux intégrales étant prises le long d'une même ligne 
quelconque menée de Torigine au point u = j . 
On a 

B = f , du 

Jo S^l—u" s/i — Â^u' 

Jo )/(i—u'){i—Â^u') Jo ^I— W2)(l— /»tt»)' 

Mais en intégrant par parties, on obtient 



n du 

y 



JT' udu u _ r' s/i — u ' 

%/o 
i—k^ /•' du i_ n--' du ^. 



d'où 

(3) .B = (i- 



X' du 

Dérivons maintenant par rapport au module h les intégrale» 



2yQ 
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A et B, il vient 




''^ i r 


U^ du 


.X- - J^ ^(7 


— aa)(,_/.a|l,)a' 


i'^- r'-. 


I— /'a» 






c'est-à-dire, d'après la relation (3), 

On a de même 

(5) X =8 — A, ou A = B— /-^r- 

a A' a A' 

Si on élimine B entre les équations (4) et (5), on trouve que 
A satisfait à l'équation linéaire du second ordre 

(6) *(— *'}^ + ('-3X')^-AA = o. 

L'une des valeurs de A, celle qui correspond à l'intégrale 

rectiligne, est j ; puisque l'équation (6) est linéaire, cd est l'une 

des solutions de cette équation. Les diverses valeurs de A sont 
comprises dans la formule 

4 2 

dans laquelle m et n désignent des entiers quelconques ; donc 
l'intégrale générale de l'équation (6) est 

A==(:»-hC'«', 

ou 

C et. C élant deux constantes arbitraires. 

23H. Soient maintenant il, il' deuic périodes élëmenlaires 
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quelconques de la fonclion X (z, h) ; c\\sl-à-dinî deux périodes 
définies par les formules 

n' =r rw 4- dta' , 

les enliers vérifiant la condition 

ab — cd = 1 . 

Les périodes il, îî' satisfont à Téquatioa difiérentielle (6), 
ainsi on a 

de ces relations on déduit 

M.-*^)["'^-fT-n^J-f-(.-3^')|_a'^-^-u— J = o. 
et, en intégrant 

ou 

,da da' C 

dA dk X{i — X-^)' 

et 

II' C 

( n ) d— •=. ■—- -— r/X , . 

^^^ a X(i— x-'jii' ' 

C étant une constante indépendante du couple de périodes 
élémentaires 0,^0!, 

Désignons par k^ et gi le module et le paramètre de la 
fonction aux périodes élémentaires 



il 
n 



il, =r -, il, =il', 



ti's quantités ^Çi îij , gfiiîi satisfont à l'équation ditïéren- 
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tielle que l'on obtient eu n^mplaçant dans (7) la variable in- 
dépendante k par A| , et l'on a 

,, /(^)-(l)-C-l^) 

^ ^ "^ Cdk, ^, C/iV/X-, 

a A-, =r 



La comparaison des équations (7) et (8) donne 

En remplaçant dans Téquation (6) A par gi Hj et k par A|, 
on obtient 



da 
Ik 



-\^^^^-^\'i2t.^^^-^^\)^^ 



et, en multipliant par gi , 



"L 



g,a. I ^^^^ /■,ff,J+ ^ ^j^^ = o 



Mais 

dk, dK ' 

par suite 

il en résulte 

En substituant pour g'i sa valeur donnée par Téquatiou (9), 
n disparait, et si l'on prend k pour variable indépendante , 



ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ENTRE LES MODULES. 28 1 

on arrive à l'équation suivante trouvée par Jacobi 

dJc ' dk> \dk' ) 

(10) 



d 
^-dk 



;^[(^)(S)-(^:)]=o. 

qui devient 

12 [dkdn, — dk,dH) — Z[[dk(P hyY -^ [dk.d'k)'] 

en laissant la variable arbitraire quelconque. 

Il faut observer que rien , dans les calculs précédents , ne 
suppose n entier, et il suffit que n soit une constante quel- 
conque. Lorsque n est commensurable, les modules k et h^ 
sont liés par une équation algébrique. Ainsi l'équation (lo) 
jouit de Ja propriété remarquable d'avoir une infinité d'inté- 
grales algébriques de différents degrés , son intégrale générale 
est déterminée par la relation 

, , IX' IX' a' w -4- B' w' 

(12) — î-=/î — = &-r-i 

^ ^ Q, IX w -4- pw' 

jS, (x\ j3' étant trois constantes arbitraires. 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AU 
MOYEN DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



237. Dans fe chapitre i du livre H, nous avons indiqué 
une mëlliode générale pour étudier les propriétés des fonctions 
définies par les équations difTérenti elles. Nous nous propo- 
sons actuellement d'appliquer cette méthode aux équations 
difrérentielles de la forme 



(^''')=*'' 



dans laquelle F désigne un polynôme entier entre la fonction u 
et sa dérivée— j du degré m par rapport à cette dernière, et 

ne contenant pas la variable z. 

Nous démontrons d'abord qu'à chaque valeur de u corres- 
pondent m valeurs dez^ augmentées ou diminuées de mul- 
tiples quelconques de certaines périodes co, o)', . . . . 

Nous démontrons ensuite que , si. à chaque valeur de 
la variable correspond un nombre limité de valeurs de la 
fonction u , l'intégrale est la racine d'une équation algé- 
brique entière entre u et une quantité qui est , ou la varia- 
ble indépendante z elle-même , ou la fonction circulaire 

tang — 5 ou la fonction elliptique 'k(gz). 
w 

Nous concluons de là que, si l'intégrale est monodrome, 
c'est-à-nlire n'a qu'une valeur pour chaque valeur de la va- 
riable, elle est, ou une fraction rationnelle, ou une fonc- 
tion monodrome simplement périodique, ou une fonction 
monodrome doublement périodique. Dans le premier cas, 
l'intégrale est le quotient de deux polynômes entiers en z, l'un 
du degré m, l'autre du degré m au plus. Dans le second 
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cas, l'intégrale s'exprime par une fraction rationnelle en 
lang — ; dans le troisième cas, par une fraction rationnelle 

entre la fonction elliptique 1 (gz) et sa dérivée X'. 

Nous nous occupons spécialement des équations différen- 
tielles qui admettent des intégrales monodromes. Nous donnons 
d'abord les caractères très-simples par lesquels on reconnaît, 
à Finspeclion de Téquation diiTérentielle, si l'intégrale est 
monodrome , et ensuite nous disons comment on distingue à 
quelle catégorie elle appartient. 

Cette étude directe de l'équation différentielle a une grande 
importance, elle nous donne d'abord les propriétés fonda- 
mentales de la fonction intégrale, et en caractérise la na- 
ture. Elle nous permet, en outre, d'effectuer l'intégration, 
telle qu'on l'entend habituellement, c'est-à-dire d'expri- 
mer la fonction intégrale au moyen de signes convenus , 
lorsque cela est possible. Nous trouvons la forme de l'expres- 
sion et nous calculons ensuite les coefficients. Ces coefficients 
sont de deux sortes, ceux qui entrent dans la composition de 
l'expression et ceux qui servent à définir la fonction circu- 
laire ou tang — » ou la fonction elliptique 1 (gz). Nous obte- 

nons les premiers au moyen d'équations du premier degré. 
Lorsque l'intégrale est simplement périodique, la constante &), 
qui entre dans la fonction circulaire, est fournie immédiate- 
ment par l'équation différentielle. Lorsque l'intégrale est dou- 
blement périodique, les deux constantes g et /r, qui définissent 
la fonction elliptique, sont données par des équations algé- 
briques d'un degré plus ou moins élevé. 

238. Nous avons appliqué notre méthode d'intégration aux 
équations différentielles binômes de la forme 

et nous avons démontré que, outre les cas où l'intégrale esl 
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rationnelle ou simplement périodique, il eiciste onze équations 
différentielles de cette forme qui donnent naissance à des fonc- 
tions monodromes doublement périodiques. 

Nous avons appliqué la même méthode à d'autres exemples 
plus compliqués. Voici quelques-uns de ceux que nous avons 
traités. 

L'équation différentielle 

i£)'+3(.-.).(|)Vf,.-.N.-.)-4(.-.)-=. 

admet une intégrale rationnelle 

z -h 5 z» — 9 z« 

a 4 

u =■ • 

L'équation différentielle 



( 



dz I \dz / 27 ^ 27 



admet une intégrale monodrome simplement périodique, qui a 
pour expression 

ùi nz [ 



- tang — l 14- tang 
u = 



•V) 



I -h - tang' — 



la période w étant égale à tt/. 

Les équations différentielles 



■ (ï)'-K£y-"-^=°' 

admettent pour intégrales des fonctions monodromes double- 
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ment périodiques ayant pour expressions 



„ = 2£ 1 a_, l=3H-2v/3, A=i{3+^), 

« = — TirM^ 

Nous en calculons les coefficients. 

Nous avons appliqué aussi notre méthode à F équation du 
cinquième degré 

(s)'-<"->(s)'-|-<..-.. = o. 

qui a pour intégrale une fonction monodrome doublement 
périodique 

Dans tous ces exemples, afin de fixer les idées, nous avons 
supposé que, la variable z partant de ^ = o, la fonction a la 
valeur initiale m = o, et la dérivée la valeur correspondante 






-— j =z= i.Pour avoir l'intégrale générale, il suffirait, dans 

chacune des expressions précédentes, de remplacer la variable z 
par ZQ-h z ^ Zo étant une constante arbitraire. 

Ces derniers exemples ne nous paraissent intégrables par 
aucun des moyens connus jusqu'à présent. 



CHAPITRE PREMIER 

PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES DE l'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

239. Théorème I. — Étant donnée une équation différen- 
tielle de la forme , 
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rlans laquelle F désigne un polynôme entier entre la fonction 

du 

u et sa dérix^ée — > du degré m par rapport à cette dernière, 

et ne contenant pas la variable z; à chaque valeur de n 
correspondent m valeurs de z augmentées ou diminuées de 
multiples quelconques de certaines périodes. 

Soit m le degré de Fëquation par rapport à — • La variable z 

part de z = Zo» la fonction u ayant la valeur initiale arbi- 
traire Mo > et le coefficient différentiel une valeur déterminée 

f — I 9 satisfaisant à Téquation . Considérons d^abord u comme 

la variable et z comme la fonction; à chaque valeur de ucor* 

dz 
respondent m valeurs de -j- » données par l'équation. Si la va- 
riable li, partant de Uq , revient au point de départ après avoir 
décrit un contour fermé ne comprenant aucunpoint pour lequel 
la racine de l'équation (i) devient égale à une autre, le coeffi- 
cient différentiel — reprendra sa valeur primitive 1 — j » et l'ac- 
croissement de 2, c'est-à-dire la valeur de l'intégrale le long 
de ce contour, se "a nul. Mais, si le contour fermé décrit par la 
variable u comprend un ou plusieurs points pour lesquels 
l'équation admet des racines égales, le coefficient différentiel 

pourra changer et prendre une valeur différente [--7-] \ en 

faisant décrire à la variable u différents contours fermés , on 
obtiendra nécessairement les m valeurs du coefficient diffé- 
rentiel 



\du/o \duji \du / i \dujm^i 



qui correspondent à u = u^^ et l'intégrale z acquerra les m 
valeurs correspondantes 



Zq y Zf y Z3 , . . . y 3in— I • 



Plusieurs contours peuvent conduire à la même valeur de 
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(h 

-^ ; nous nous bornons pour le moment à m contours rame- 
au ^ 

liant m valeurs distinctes de -7— 

du 

Supposons maintenant que la variable m, après avoir décrit 
un quelconque de ces m contours, aille du point iiq à un point 
quelconque u du plan , en suivant un certain chemin , par 
exemple le chemin rectiligne, l'intégrale z prendra m valeurs 
distinctes au point u. Ainsi à chaque valeur de m correspon- 
dent déjà m valeurs de z. 

Nous avons fait usage de contours fermés qui donnent au 
coefficient différentiel — les m valeurs qui correspondent à 

1/ = ua. En décrivant un autre contour fermé, on reproduira 

dz 
nécessairement Tune des m valeurs précédentes de — • Consi- 
dérons un contour fermé, comprenant des points pour lesquels 
Téquation admet des racines ^ales et ramenant la valeur ini- 
tiale ( ;7- ) du coefficient différentiel 5 désignons par co l'ac- 
croissement de z le long de ce contour. Si Ton fait marcher la 
variable u de «o à u suivant une ligne quelconque, soit directe- 
ment en partant de l'origine u^ , soit après avoir décrit le con- 
tour fermé dont il s'agit, le coefficient différentiel redevenant 
le même en Uq et restant par conséquent le même le long de la 
ligne, on aura la même intégrale définie dans les deux cas: 
seulement la valeur de z sera augmentée d'une quantité 
constante ot). Si l'on avait décrit deux fois le même contour 
fermé, on aurait augmenté la valeur de z de la quantité 
constante aco, et ainsi de suite. Comme on peut ajouter ce 
contour fermé une ou plusieurs fois avant chacun des chemins 
dont nous avons parlé précédemment , on voit qu'à chaque 
valeur de u correspondent actuellement m séries de valeurs 
de z en progressions arithmétiques dont la raison est w. 

S'il existe un autre contour fermé , ramenant la valeur iiii- 
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tiale I — j du coefficient différentiel avec un accroissement tù' 

différent de co, cet accroissement (ù' sera une seconde période, 
et chacune des m valeurs de z pourra être augmentée de mul- 
tiples quelconques de &> et de co'. On obtiendra ainsi un certain 
nombre de périodes que l'on pourra en général réduire à un 
moindre nombre de périodes distinctes. 

Il suffit, pour avoir toutes les périodes, de considérer les con- 
tours fermés qui ramènent la valeur initiale i — | du coeffieient 

différentiel, avec divers accroissements o),c«)', . . ., de Finté- 
grale. Imaginons, par exemple, un contour fermé qui ramène 

la valeur! — I et qui fasse acquérir à Tintégrale la valeur 

Zi + (0| ; si, après avoir parcouru ce contour, on décrit en sens 
inverse le contoùrqui a produit la valeur Tj , on reviendra à la 

valeur initiale ( — J du coefficient différentiel, l'intégrale 

ayant alors une valeur telle que Zo-f-o). Ces deux contours 
réunis forment donc un des contours considérés précédemment. 
On conclut de ce qui précède qu'à une même valeur de « 
correspondent m valeurs de z dont chacune peut être augmen- 
tée de multiples de certaines périodes o), w',. . « , 

240. Remarque /. — Il peut arriver que l'intégrale définie, 
le long de chacun des contours fermés qui ramènent la valeur 

initiale f — ) , soit nulle. Dans ce cas, à chaque valeur de u 

correspondent seulement m valeurs de z. D'ailleurs z ne devient 
infinie que pour un nombre limité de valeurs de u ; car lorsque 

.2 devient infinie pour une valeur finie de «i, -j devient nulle; 

la valeur de u annule donc le terme indépendant de ~ dans 

l'équation différentielle. Si Ton considère une fonction symé- 
trique entière des m valeurs de z, telle que leur somme, cette 
fonction, étant monodrome par rapport à u et n'ayant qu'Hun 
nombre limité d'infinis, sera une fonction rationnelle de m. Il 
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en résulte que 2 est racine d'unie équation du degré m par 
rapport à Z\, dans laquelle les coefficients 6ont des fractions ra- 
tionnelles de u. Réciproquement, u est une fonction algébrique 
de z (n° 43). 

241 . Èemarque II. — Nous ferons observer que Tintégrale 
d^une équation différentielle 



(^''''ê) = 



contenant la variable z^ F désignant toujours un polynôme 
entier, n^ peut être périodique. Car, lorsque la fonction u est 

périodique, à des mêmes valeurs de m el<i^ — correspondent 

une infinité de valeurs de z, IVtais l'intégrale peut être algé- 
brique, et même entière ou rationnelle. 

242. Théorème II. — Lorsquelle admet un nombre limité de 
valeurs pour chaque valeur de la variable, V intégrale est une 
fonction algébrique, soil par rapport à z, soit par rapport à 

tang — , soit par rapport à\(gz). 

Nous allons faire voir d'abord que, lorsque la fonction inté- 
grale admet un nombre limité de valeurs pour chaque valeur 
de Zy elle ne peut avoir plus de deux périodes ; car, si elle avait 
trois périodes distinctes o), co', (ù^^ elle admettrait un nombre 
infini de valeurs pour chaque valeur de z. En eflet, quand on 
fait marcher la variable z le long d'une courbe, l'intégrale est 
bien déterminée. Soient u et u' les valeurs qu'elle acquiert aux 
points z etz'de cette courbe. On sait que l'on peut déterminer 
trois nombres entiers m, m', m^, positifs bu négatifs, de ma* 
nière que la somme mtù -f- m'cù' -+- m^^ tù" ditfère infiniment peu 
d'une quantité donnée z — «'• Supposons qu'après avoir fait 
marcher la variable jusqu'au point z', on lui fasse décrire en- 
suite le chemin 

de telle sorte que la fonction u décrive les contours fermés qui 
produisent les accroissements m w, m'o)', m" w", la fonction pren- 

'9 
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(Irail au point z la valeur 1/ qu'elle avail au point quelconque z' 
de la courbe suivaiU laquelle on a iolëgré. La fonction aurait 
ainsi au point z une infinité de valeurs. 

On conclut de là que la fonction intégrale ne peut avoir plus 
de deux périodes. Dans le cas où les périodes sont nulles, 
Tintégrale, comme nous Tavons fait voir, est donnée par une 
équation algébrique entre u et z. 

Supposons qu'il n'y ait qu'une période distincte cd ; à chaque 
valeur de u correspondent m valeurs de z , 

augmentées des multiples de co, et par conséquent seulement 
m valeurs de tang — j 

w 

tane — > tang — ^ tang — >• • • • 1 tang • 

Toute fonction symétrique entière de ces quantités, telles 
que leur somme, la somme de leurs produits deux à deux, etc., 
sera une fonction monodrome par rapport à u \ cette fonction 
monodromC) ne devenant infinie que pour les valeurs de u en 

nombre limité qui correspondent à 2 s:-, sera donc une 



fraction rationnelle de (i. Ainsi tang — est donnée par une 

équation du degré m ayant pour coefficients des fractions ra- 
rationnelles en u. Réciproquement, u sera dottnée par une 
équation ayant pour coefficients des fractions rationneUes^ en 

tang - — 
w 

Supposons maintenant que Tintégrale admette deux période» 

distinctes co et o)'. Concevons une fonction elliptique X (g;^) 

définie par Téquation 

et admettant les deux périodes u et tù\ A chaque valeur de u 
correspon<knt m valeurs de z^ 
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•agnientées dea multiples des deux périodes ca et (a\ et par «oii^^ 
séqueni seulement m valeurs A.e'k {gz)^ 

On verra de la même manière que toute fonction symétti(}ùe 
entière de ces quantités, étant monodrome par rapport à u, el 
n'admettant qu un nombre limité d'infinis, est une fraciion 
rationnelle eu «. On en conclut que X [gz) est donnée par une 
équation du degré m eu X ayant pour coefficients des fraction! 
rationnelles de a. Réciproquement, u "sera donnée par une 
équation ayant pour coefficients des fractions rationnelles 
enl{gz). 

â43. Théorème Ilï. — Lorsqu'elle est monodrome , Vinté*- 
grate esty ou une fraction rationnelle, ou une fonction simple- 
ment périodique y ou une fonction doublement périodique. 

Supposons que, par ub moyen quelconque, on ait reconcm 
que Tint^rale de Téquation différentielle 

est monodrome dans toute Tétendue du plan. D'après ce que 
nous avons dit dans le théorème précédent, le nombre des 
périodes ne peut surpasser deux. Si les périodes sont nulles, la 
fonction, étant algébrique et monodrome, est une fraction 
rationnelle, c'est-à-dire le quotient de deux polynômes entiers 
en z, Tan du degré m, Tautre au plus du degré m. 

Si la fonction est simplfnnent périodique, elle s'exprimera 

par une fraction rationnelle en tang — • Car lequation entière, 



irz 



qui existe entre u et tang — » se réduit, dans ce cas, au premier 

degré par rapport ku. 

Si la fonction est doublement périodique, l'équation entière 
qui existe entre m et X (g"^) se réduit^ non pas au premier degré> 
mais au second degré ; car, à ime même valeur de X corres- 
pondent dans chaque parallélogramme des périodes, deux va- 
leurs de z et, par conséquent, deux valeurs de i/. Mais, en ré-^ 
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solvant l'éqnaiion, oh obtient pour u une fraction fatitfnnellr 
enAetX'(n«78). 

Moyens de reconnaître si là fonction intégrale est mo- 

nodrome. 

d44. Nous avons démontré que Tintégrale d'une équation 
difréretitielle de la forme 

(!) ''(«'£)=♦»' 

lorsqu'elle est monodrome, est ou une fraction rationnelle, ou 
une fonction simplement périodique, ou une fonction double- 
ment périodique. Nous allons maintenant nous occuper des 
moyens de reconnaître si l'intégrale est monodrome, puis nous 
dirons comment on distingue à quelle catégorie elle appartient. 
Nous avons fait partir la variable z du point 2=^0, la 
fonction u ayant la valeur initiale arbitraire i/^, et le coefGcient 
différentiel une valeur déterminée Uo, satisfaisant à Féquation. 

Tant que le coefficient différentiel — > que, pour abréger^ nous 

représenterons par U, reste racine simple de Téquation propo- 
sée, U est Une fonction monodrome de u et, par conséquent, 
u fonction monodrome de z^ Voyons ce qui arrive lorsque, z 
arrivant au point z^eX, uk la valeur ii|, le coefficient différent- 
tiel devient racine multiple de l'équation. 

Nous distinguerons ces racines multiples en deuic sortes : les 
racines nulles et les racines différentes de zéro» 

S45. Supposons d'abord que le coefficient devienne égal à 
une racine multiple Ui, différente de zéro. Posons 

du' 
z^Zi-i- i,\ w = «1 -4- a', — =ltJ. 

Si li est Une fonction monodrome de z^ autour du point 
y = o, elle se développera en série convergente suivant les 
puissances entières croissantes de z^ ^ 

(a) il' =: U.y -4- «s" 4- *«'' -h . . . ; 
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la série commence par un terme du premier degré ayant pour 
coefficient Ui ; car, pour ^' = o, la dérivée 

(3) ^' = U. -h 2/73' -h 3 hz'^ -+- . . . 

doit se réduirp à 1^ valeur U|. La série (2) montre que, réci- 
proquement, £ est une fonction monodrome de li s'évanouis- 
sant avec i/, et qui pourra se développer en série convergente 
^suivant les puissances croissantes de u\ 

tjl 

En remplaçant z' par sa valeur dans Téquation (3), on voit 

que -jT est une fonction monodrome de m^ 

Ainsi , lorsque le coefficient différefitiel U devient égal à une 
racine multiple différente de zéro , pour que la fonction inté- 
grale u reste monodrome , il est nécessaire que la fonction 
implicite U 9 définie par l'équation 

F(ll,U)=ro, 

reste elle-même fonction monodrome de u. C'est ce que l'on 
reconnaîtra aisément par la méthode employée par M. Puiseux 
pour l'étude des fonctions algébriques. 

246. Supposons maintenant que le coefficient différentiel U 
devienne égal à une racine multiple nulle. Posons, comme 
précédemment, 

z = z, -i- z , « = a, -h a , -_- = U ; 

dz 

l'équation (i) ne renfermera que des termes infiniment petits 
contenant en facteurs des puissances de u' et de U. 

Comme l'a fait voir M. Puiseux, quand plusieurs racines 
deviennent égales entre elles en un certain point ^' = o, elles 
se disposent par groupes de n racines qui se permutent le 
unes dans les autres çirculairement , lorsqu'on tourne autour 
de ce point , et les n racines du groupe se développent en une 
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série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes 

de z' , 

(4) U = Ai*'«-hBii' » -j-Cu' n 4. 

Nous n^avons pas à nous occuper du cas où le dc^ré du pre- 
mier terme esx égal ou si^érieur à l'unité; car, dans cecas» 
quand u' tend vers zéro, z' augmente indéfiniment, et la cir* 
constance dont il s'agit ne se présente pour aucune valeur finie 
de z. Nous supposerons donc Texposant du premier terme plus 
petit que l'unité^ et nous allons démontrer que la conditioQ 
nécessiâre et suffisante pour qu« la fonction intégrale reste 

monodrome, c^st que ce premier exposant ^ soit de la forme 



"... '■' ! . ou I • 

n n 



En effet, si la fonction u' est monodrome, elle se dévetop* 
pera suivant les puissances entières croîssaBles de z\ et eonune 
la dérivée s'annule avec z\ la série ne contiendra pas de 
termes du premier degré. On aura donc 

(5) a' ~ fl»'" -h bz''^* + w'*^» 4- . . . J 

d'où Ton déduit 

(6) j7 ^ nazf''-' -h (« H- 1) ^«'"H • 

En vertu de la série (5}, 2' est une fonction de u' qui se déve< 
loppe en série convergente suivant les puissances croissantes 
I 

de m'", de telle sorte que 

t 3 

a' = û' a' n -+- ^' «.'n -4- . . . . 

Si l'on remplace t' par sa valeur dans Téquatioti (6) , on aur% 
une série de la forme 

n — I n n-H I 

■ az 
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Ceci montra bien que le premier terme de la dërie(4) ^^^^ 
avoir son exposant - irréductible et de la forme ou 



I 



Cette condition c^st suflSsante ; car si elle est remplie y l'équa- 
tion différentielle donnera pour le coefficient différentiel un 
développement de la forme 

R — I n n-f- I 

î^'= Aa'""^ ^ B«' " -hC«'""^ -4-. . . . 
ta' 



a' = a"«. 



En posant 

on obtient 

^ = ««"«-• ^ = Aa"— • H- B«"» 4- €«"«+• -h. . . , 
dzf dz 

et plus simplement 

rfie" A B „ C „, 

-3-r = - -*- - « -t- - « -+- — 

An!' 

Le coefficient différentiel -ri étant une fonction inonodrome 

dz 

de i/' ne s'annulant pas pour vfz=z o, la fonction intégrale vl' 
est une fc^tictioti monodrome de si et, par conséquent, \i est 
elle-même une fonction monodrome de z\ 

247. La fonction intégrale u peut encore acquérir des va> 
leurs multiples d'une autre manière^ c'est lorsqu'elle devient 
infinie pour une valeur finie z^ de la variable z. L'équation 
différentielle , ordonnée suivant les puissances décroissantes de 

— -» s'écrira 
dz 

(«)(s)'-/'W(sr-/'W(^r*--^-'"'=»- 

• 
Nous remarquons d'abord que les coefficients , que nous avons 

désignés par fx (u) ^fx (li), • . • ^ doivent être des fonctions 

entièi:çs de u. Car, si la fonction intégra^le est monodrome 
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dans toute Tétendae du plan, sa dérivée jouit de la même 
propriété et ne devient infinie que lorsque la fonction u devient 
elle-même infinie. Or, si Vun des coefficients était une frac- 
tion rationnelle en u , il deviendrait infini , ainsi que ^ 9 pour 

une valeur finie de 11. 

Pour voir ce qui arrive quand la fonction u devient infinie 
pour une valeur finie de la variable , posons 

I 
« = -» 

d^où Von déduit 

dz v^ dz. 

L'équation différentielle devient 

(9) { ,,v 

Pour que la fonction intégrale ^ soit monodrome, il faut d'a- 
bord, d'après ce que nous venons de dire, que cette nouvelle 
équation ait tous sea coefficients entiers^ Ainsi le polynôme 
fi (u) sera au plus du second degré, y» ( u) au plus du quatrième 
degré, . . . ,/■ (u) au plus du degré am. 

Afin de rendre u infinie, faisons i^ = o. Si, pour 1^=0, 
l'équation (9) n'admet que des racines simples, la fonction v 
sera monodrome et, par conséquent, la fonction u le sera 
également. Si l'équation admet des racines multiples, on leur 
appliquera les caractères donnés précédemment. 

248. En résumant ce qui précède, nous pouvons énoncer 
le théorème suivant : 

Théorème IV. — Pour qui une équation différentielle du 
premier ordre de Informe 
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admette une intégrale monodrome : i^ les coefficients f^ (u), ' 
yi («)•••> y»» (") doivent être des polynômes entiers en u et, 
au plus, le premier du second degré^ le second du quatrième 
degré, . . . , le dernier du degré a m; 2® quand ^ pour une 
certaine valeur de u, Véquation a une racine multiple diffé- 
rente de zéro^ — doit rester monodrome par rapport à u ; 

3^ quand, pour une certaine valeur u^ de u^ Véquation a une 

racine multiple égale à zéro^ le premier terme du dés^eloppe- 

i 

dit — 

ment de — » suivant les puissances croissantes de [u — Mi)"> 

doit avoir F exposant , si cet exposant est plus petit que 

V unité ; 4** enfin Véquation différentielle que Von déduit de 

la première en posant u = -^ doit offrir^ pour f^=o, les 

mêmes caractères. 

Il est évident que ces conditions sont suffisantes. 

Moyens de reconnaître V espèce de la fonction intégrale» 

249. Nous avons donné les caractères auxquels on recon-^ 
nait si l'intégrale est monodrome. Nous savons d'ailleurs que, 
lorsqu'elle est monodrome, l'intégrale est, ou rationnelle, ou 
simplement périodique , ou doublement périodique. Nous 
allons faire voir maintenant comment on distingue à laquelle 
de ces trois catégories appartient la fonction intégrale. 

Il peut arriver que, u étant considérée comme la variable et 
z comme la fonction, z devienne infinie quand u tend vers une 
certaine valeur. Si, pour une valeur finie Ui de u, l'équa- 
tion (8) admet une racine nulle, et si le premier terme di^ 
développement 

du "~ 

a un exposant - égal ou supérieur à Turiilé, il est évident que^ 
lorsque u tendra vers la valeuv «i, z augmentera indéfiniment. 



298 LIVRV VI. 

De même, si, pour 1^ = 0, l'équation (9) admet une racine 
nulle d'un degré égal ou supérieur à Tunité par rapport à m, 
quand u tendra Ters zéro^ ou u vers Tinfini, s augmentera 
indéGniment, 

250. Quand aucune de ces circonstances ne se présente, 
c'est-à-dîre quand, dans les équations (8) et (9), les racines 
nulles sont, par rapporta m*^»! ou à y^ d*un degré inférieur à 
l'unité, z ne devient infinie pour aucune valeur finie ou infinie 
de 11. Il est aisé de voir que, dans ce cas, la fonction intégrale u 
est doublement périodique. Concevons, en effet, que la variable 
u se meuve dans toute Fétendue du plan, partant de Torigine 

%. 33. Il =3 uo , suivant des cbemins 

rectilignes, et aussi en décri* 
vaut les m — i contours qui 

font acquérir à — les m va- 
leurs qu'il peut avoir en 
chaque point. Puisque la 
fonction z conserve une va- 
leur finie, elle décrira utie portion limitée du plan (Jîg* 33). 
Prenons un point M' en dehors de cette portion du {dan ; 
z étant considérée comme la variable et u oonune la fonction , 
quand z arrivera an point M', la fonction n aura une valeur 

déterminée, ainsi que sa dérivée — • A ces valeurs de u et 

de — correspond, dans la portion limitée du plan, un certain 

point M ; le quantité géométrique MM', que nous désignerons 
par &), est une première période. Car, aux deux points M et M% 

la fonction u et sa dérivée — ayant les mêmes valeurs, il est 

clair que, si la variable z, partant de chacun de ces deux 
points , décrit des lignes égales et parallèles ,^ telles que MN , 
M^N', la fonction u aura sur ces deux lignes, aux points cor- 
respondants N, N', la même valeur. Ainsi la portion finie du 
^lan abcd se reproduit à c6té ?me première fois, puis une 
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seconde fois, et indéfiniment. On obtient de la sorte une bande 
indéfinie. Prenons, en dehors de cette bande, un point M^'; 
a ce point M'*^ correspond un point M dans la portion finie du 
plan abcd^ et Ton verra de même que la quantité géométrique 
MM^'^, que nous désignerons par (ù'^ est une seconde période. 
Grâce à ces deux périodes co et co', la portion limitée du plan 
abcdj se reproduisant dans les deux sens, couvrira tout le plan. 
Ainsi, dans le cas que nous considérons, la fonction intégrale u 
est doublement périodique. 

U est évident d^ailleurs que cette condition est nécessaire ] car 
une fonction doublement périodique prend toutes les valeurs , 
quand la variable z se meut dans un parallélogramme des 
périodes, et elle décrit un nombre infini de contours quand z 
augmente indéfiniment. Réciproquement, z ne peut devenir 
infinie que si u décrit un nombre infini de contours. 

251 . Considérons maintenant le cas où l'intégrale est ration- 
nelle, et supposons d'abord que le degré du numérateur ne 
surpasse pas celui du dénominateur. Quand z augmentera 
indéfiniment, u tendra vers une valeur finie et déterminée Wi. 
Si l'on pose 

uf se développera suivant les puissances entières croissantes 
de t pour toutes les valeurs de t inférieures à un certain 
module, ou pour toutes les valeurs de z supérieures à un cer- 
tain module, et Ton aura 

u' ^raf"-^ ht"-*-' + . . . . 
On en déduit 

12 3 

les nouveaux coefficients étant lies aux premiers par les rela- 
tions 
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En différentiant, on a 

--- == nar-' 4- (/« -h i) ^r H- . . ., 
at 

du' ^du' ^, . . f ^^, 

dz dt ^ ' 

si Ton remplace t par sa valeur en fonction de u\ il vient 



r/tt 



f 



(lo) — -=A«' " -hCii' " -f-Da' " H- 

Il est à remarquer que, en vertu des relations qui existent entre 

les coefficients , le coefficient du terme en vl ^ est nul. Ainsi, 
à une valei;r finie i/i de u correspond, dans Téquation différen- 
tielle, un groupe de n racines égales à zéro, et telles que le 
premier terme du développement a un exposant irréductible su- 

përîeur à Tunité et de la forme ou i -4- -9 le second 

* n n 

terme manquant. 

Si le numérateur de la fraction rationnelle est d'un degré plus 

élevé que le dénominateur, u augmentera indéfiniment avec z ^ 

mais 1^ = - tendra vers zéro, et, pour 1^ = 0, l'équation (9) 

'• 

offrira un groupe de n racines égales à zéro satisfaisant aux 
conditions énoncées plus haut. 

Réciproquement, si Téquation (8) pour une valeur finie u^ 
de M, ou Téquation (9) pour y» = o, présente un groupe de n 
racines égales à zéro satisfaisant à ces conditions, c'est-à-dire 
ayant un développement de la formç (10), la fonction intégrale 
est algébrique. Car, si l'on pose ii'= i/"^ l'équation {\o\ 
devient 

du" 
dz » 

ndu'' 

l ^^^ a ^\y'u'' -{-... \ du" = dzy 
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en intégrant et ajoutant une constante arbitraire B'^ on a 

— ^ 4- B' -f- C tt" -f- - a"« ^ == t^ 

/l 



On conclut de là que vl' est une fonction monodrome pour 

toutes les valeurs de t inférieures à un certain module - 9 et 

R 

qui se développe en série convergente suivant les puissances 
entières croissantes de f , 

«''= a/-h pr*4- 7^4-. . .; 
on a donc 

tt' = aV" -h ^/"+' + 

U en résulte que la fonction u conserve une valeur finie pour 
toutes les valeurs de z extérieures au cercle décrit de l'origine 
comme centre avec un rayon égal à R ; c'est donc une fonction 
rationnelle. 

Lorsque la fonction intégrale n'est ni doublement périodique, 
ni rationnelle, elle est simplement périodique. C'est d'ailleurs 
ce que l'on reconnaît directement, lorsque l'équation diflféren- 
tielle, pour une valeur finie de u, ou l'équation (9) pour 1^=0, 
admet une racine nulle qui ne présente pas les caractères 
énoncés plus baut, et en même temps on trouve la période. 

252. En résumant ce qui précède, nous avons le théorème 
suivant : 

Théorème. V. — Lorsque V équation différentielle remplit 
les conditions qui rendent Vintégrale monodrome^ i® Vinté^ 
grale est doublement périodique, si Féquation proposée, pour 
aucune valeur finie u^ de u, et la transformée pour i^ = o, 
n'admettent de racine nulle d'un degré égal ou supérieur à 
l'unité par rapport à u — «, ou à f^; 2** l'intégrale est ration- 
nelle^ si l'équation proposée pour une valeur finie u^ de //, 
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ou la transformée pour i^ :=: o, admet u/i groupe de n racines 

égales à zéro, dont le développement, suivant les puissances 

I i 

croissantes de (u — Ui)" ou de v^y commence par un terme du 

degré , le terme suivant du degré étant nul; ' 

y autrement la fonction est simplement périodique. 

Quand on a ainsi reconnu la nature de l'intégrale, on peut 
se proposer de la déterminer à Taide des' éléments connus. Si 
elle est rationnelle, on trouvera les deux polynômes qui la 
composent. Si elle est simplement périodique, on Texprimera 
rationneUement à l'aide de l'exponentielle ou de la tangente. 
Si elle est doublement périodique, on Texprimera rationnelle- 
ment à Faide de la fonction elliptique et de sa dérivée; ce qui 
constitue une véritable intégration au moyen des Tables des 
fonctions elliptiques. 



CHAPITRE IL 

ÉTUDE DE l'équation BIMÔME \-r] =^f{^) 



253. Nous allons appliquer les principes établis dans le cha- 
pitre précédent à Tétude de l'équation binôme 



( 






dans laquelley*(M) désigne un polynôme entier en m et au plus 
du degré 2 m. Posons 

l'équation résolue se mettra sous la forme 



du 
7h 



= g(u-a)^{u-^b)'' ..., 



les exposants éunt réduits à leur plus simple expression. Nons 
remarquons d'abord que, pour que l'intégrale soit monodroiBe, 



à 
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tous les exposants inférieurs à l'unité doivent être de la forme 
I ; chacun d'eux est au moins égal à — La transformée 



n 
est 



— = — gp " " [i—'av) (i — ^p)» . . . ; • 

la somme des exposants fractionnaires - 4- — , -H . . . ne sur- 
passant pas 2, puisque le degré du polynôme/* (//) est au plus 
égal k im, l'exposant de (^ sera positif; s'il est inférieur à 

l'unité, il devra être nul ou de la forme i • 

254. Considérons d'abord le cas très-simple où le second 

membre ne contient qu'un seul facteur [u — a)". Si l'expo- 
sant - est inférieur à l'unité, il doit être de la forme i ; 

n n 

mais alors l'exposant de p dans la transformée est i 4- - « donc 

l'intégrale est rationnelle et ne devient infinie que pour i? =: oo ; 

c'est une fonction entière du degré n (n**251). Si l'exposant- 

est supérieur à l'unité, celui de v étant inférieur à Tunilé et 

devant être de la forme i 5 il faut que £ soit égal à 1 4- - ; 

la fonction est rationnelle et tend vers a quand z augmente 

indéfiniment. Si l'exposant^ est ^al à l'unité, celui de v est 

aussi égal à l'imité, l'intégrale est monodrome et simplement 
périodique. 

255. Supposons maintenant que le second membre con- 
tienne au moins deux facteurs. 

Si le premier exposant ^ est plus grand que l'unité, il n'y 

aura que deux facteurs, sans quoi la somme des exposants sur- 
passerait deux, puisque chaque exposant est au moins égal 
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à "' Le second exposant ^ étant inférieur à Tunité et cle la 

forme i ,y Texposant de i' est i + -7 — -; élant plus petit 

que Tunité , il doit être de la forme 1 9 d^où 



'1 



n n' //. 



Il faut que la somme des deux fractions— H — surpasse Tunité; 
il n'y a qu'une manière d'arriver à ce résultat, c'est de pren- 
dre «1 = 1, alors - = I H — ;• L'intégrale est rationnelle. On 

l'obtient aisément par une intégrale binôme. Aitisi Inéquation 
différentielle 

_ n-hi n— I 

du . —~~~ 

admet une intégrale rationnelle, quel que soit /?. 

256. Quand le premier exposant- est égal à l'unité, il ne 

peut y avoir que trois facteurs au plus. S'il y en a trois, pour 
que la somme des deux autres exposants ne surpasse pas l'u- 

ni lé, il faut prendre— = ^ = — S'il n'y a que deux facteurs, 

le second exposant peut aussi être égal à l'unité ^ s'il est plus 

petit que l'unité et de la forme i -,j pour que l'exposant — 

de if soit de la même forme, il faut prendre «' = 2. Nous trou- 
vons ainsi trois équations différentielles 

du 



dz 



z=:g{u-^a)s/u^b, 
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qui admettent des intégrales nionodromes et simplement pério- 
diques. On sait intégrer ces équations. 

257. Il nous reste maintenant à examiner le cas où tous les 
exposants sont inférieurs à l'unité. Nous remarquons d'abord 

que chacun des exposants étant de la forme i et, par con- 
séquent, égal ou supérieur à -» il est impossible que le second 

membre renferme plus de quatre facteurs, sans quoi la somme 
des exposants surpasserait 2. Il n'existe même qu'une seule 
combinaison de quatre facteurs : on V obtient en prenant les 

quatre exposants égaux à -^ on a ainsi Téqualion différentielle 

qui admet pour intégrale une fonction monodrome double- 
blement périodique. L'exposant de v^ dans la transformée, 
étant égal à zéro, la fonction a deux infinis simples dans chaque 
parallélogramme élémentaire. 

Voyons les combinaisons de trois facteurs. Les trois expo- 
sants^? -7» ~, étant delà forme i » i :>i r;-» l'ex- 

n n n n n' n' 

posant de s> est 

I I i 

- -f- --+--, — I . 
n n n 

Pour que cet exposant soit positif, il faut que le plus petit des 
trois nombres n, w', ni' ne surpasse pas 3. Supposant donc ces 
nombres rangés par ordre de grandeur croissante, nous ne 
pouvons faire sur le premier d'entre eux n que deux hypo- 
thèses, savoir ; n = 2, w = 3. 

1°. Soit w == a ; l'exposant de v se réduit à -7 H — Pour 

' ^ n n 2 

que cet exposant soit positif, il faut que le plus petit des deux 
nombres rJ et ni' ne surpasse pas 4 \ nous pourrons donc faire 
sur n! trois hypothèses : /i'= 2, 71'= 3, »' = 4« Si n'= 2 , 

20 
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pour que Tcxposant de r, qui se réduit à —,,9 ail la forme conve- 
nable 1 — r — 9 il faut prendre n'^ = 2. Si n' =: 3, l'exposant de»', 

qui est ici — — ^» doit se réduire à zéro; il faut prendre 
/i o 

71^=6, Si f^= 4? l'exposant de »', qui est ici -^ — j? devanlen- 

core se réduire à zéro, ou prendra /t''= 4- 

112 
2^. Soit /i = 3 ; l'exposant de ^^ est -7 H — -,, — ^ • Pour que 

cet exposant soit positif, il faut prendre /i' = 3 , /i'' =: 3. 
Nous trouvons ainsi les quatre équations difierentielles 

^^y = G(«-/T) (u-b) (u-r), 

(j\ = G{u-a)'(u-by{u-cy, 
^j =G{u-nY(u-hy{u-c;, 

qui admettent pour intégrales des fonctions monodronies dou- 
blement périodiques. 

258. Examinons enfin les combinaisons de deux facteurs. 

I I 

L'exposant de ^ devient — I — ; ] cet exposant, ne pouvant dans 

le cas actuel surpasser l'unité, sera égal à Tunité ou de la 

forme i • Pour qu'il soit égal à l'unité, il faut prendre 

/î = M'=r 2; on obtient ainsi l'équation différentielle 

qui admet une intégrale monodrome simplement périodique. 

Si l'exposant de t^ est inférieur à l'unité et de la forme i — î 

/Il 
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îl sera égal ou supérieur à -^ il faut pour cela que le plus petit 

des deux nombres n et ni ne surpasse pas 4; nous ne pouvons 

donc faire sur n que les trois hypothèses /2 = 2, »=3,/i=4» 

i^. Soit 71 = îà. L^exposant de «^ devant être de la forme 

I — —j les deux nombres n* et w* vérifieront l'éffalilé 

1 7=1 — —"> OU— tH = — Un peut satisfaire a cette 

égalité de trois manières : en prenant »'=3, «i=6, ou 
ni = 6, Wj = 3, ou ni = 4, w, = 4- 

2**. Soit n = 3. Les deux nombres n' et Wi doivent vérifier 

I 12 

Tégalité — ;• H == -^i qui admet deux solutions nouvelles, 

fl fil o 

ou 7i' = 3, «i = 3, ou «'= 6, Wj = 2. 

3^. Enfin soitn = 4. Les deux nombres n^ et ni doivent 

I 1 3 . 
vérifier l'égalité —7 H = 7» ^"i n'admet quHine solution 

nouvelle n' = 4j ^i = ^' 

Nous trouvons ainsi les six équations différentielles 

— \ =Q.{u-aJ{u-b)\ 

qui admettent pour intégrales des fonctions doublement pé- 
riodiques. 

259. Il résulte de ce qui précède que, parmi les équations 

20. 



( 
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diffc'reiilîelles de la fornie 

(du\"' ., , 

(-&-) =-^("^' 

outre les cas particuliers dans lesquels l'intégrale est ration* 
nellc ou simplement périodique, il y en a onze qui donnent 
naissance à des fonctions monodromes doublement pério- 
diques, et il n^y en a que onze. Nous rangerons ces onze équa- 
tions dans Tordre suivant : 

(,) (^y=G(«--)(«-/.)(«-r), 



du^* 



^^^ ( jy = G (« - /7)' (« - 6)% 

( ^ ) (£)* = <i (» - ")' (« - *)'' 

('**) (^y=G(«-ay(«-i)S 

des fonctions se distinguent les unes des autres par les infi' 
nis. La valeur de l'exposant de v dans l'équation transformée 
montre que, dans chaque parallélogramme des périodes les 
deux fonctions, définies par les deux équations du second de- 
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gré, admettent : la première, un infini double^ la seconde, 
deux infinis simples. Les fonctions, données par les deux 
équations du troisième degré, admettent ; la première, un 
infini triple 5 la seconde, trois infinis simples. Les trois fonc- 
tions du quatrième degré ont : la première, un infini qua- 
druple^ la seconde, deux infinis doubles 5 la troisième, quatre 
infinis simples. Enfin, les quatre fonctions du sixième degré 
admettent : la première, un infini sextuple^ la seconde, deux 
infinis triples; la troisième, trois infinis doubles; la qua- 
trième, six infinis simples. 

260. Dans le cas actuel , il est facile de vérifier les consé- 
quences auxquelles nous sommes arrivés*, car, la fonction ia- 
verse étant donnée par une quadrature 



f " du 



. ?/(-) 



on reconnaît aisément l'existence des périodes en suivant la 
méthode que nous avons employée, dans le chapitre m du 
Jîyre H, pour les équations (i) et (2). Prenons comme exemple 
Téquation (i 1) ; si , pour fixer les idées, on suppose qu'à z =zo 
correspond la valeur initiale m = o, on aura à étudier l'inté- 
grale définie 

Jr« du 
[ tJO[u^aY[u^by{u-^cY 

Marquons dans le plan les trois points a, A, c, et appelons ./ 

2 rr i ni 

la quantité e ^ ou e ^ * Quand u décrit une petite courbe fer- 
niée autour du point a , la valeur de =. est multipliée par jf' ; de 
même, quand u tourne autour du point h ou du point c, la va- 
leur de - est multipliée par p ou par 7. 

Désignons par (A) le contour élémentaire que Ton a à con- 
sidérer lorsque la variable u va en ligne droite de l'origine o à 
ua point voisin du point a (fig^ 34)? puis décrit un petit 



Fig. 34. 
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cercle autour du point a, vi revient à l'origine par la même 

ligne droite. Nous désigne- 
rons de même par (B) et (C) 
les contours élémentaires qui 
se rapportent aux points b 
et c. Enfin nous représente- 
rons par A, 6, C, les valeurs 
de Tintégrale définie, quand 
» décrit chacun de ces trois 

contours, U ayant à l'origine la vafeur initiale Uo. 

Si la variable u décrit successivement, et dans un ordre 

quelconque, k fois le contour (A), h' fois le contour (B), 

k" fois le contour ( C ) , la valeur de - sera multipliée par 

y»À+i*'+*ff Pour avoir les périodes, il faut prendre les combi- 
naisons qui ramènent la valeur initiale Uo (n^239), et par 
conséquent celles pour lesquelles l'exposant 3Ar -h 2 A' -H Ar" est 
un multiple de 6. 

On pourrait prendre deux fois le contour (A), ou trois fois 
le contour (B), ou six fois le contour (C) ^ mais dans ce cas la 
valeur de l'intégrale définie est nulle. Par exemple, décrire six 
fols le contour (C) revient à marcher d'abord suivant le che- 
min rectiligne oc, puis faire six fois le tour du point c , ce qui 

ramène la valeur primitive de -- 9 et enfin revenir à l'origine 

suivant la droite co ; Tintégrale définie le long des petits cer- 
cles étant infiniment petite, et les deux chemins réctilîgnes 

parcourus en sens inverse avec la même valeur de - se détrui- 
sant, il est clair que l'intégrale totale est nulle. 

On revient aussi à la valeur initiale, quand on parcourt 
successivement les trois contours^(A), (B), (C), ce qui cor- 
respond à la solution 

mais l'intégrale définie est eucore nulle. En ofiet, de rorigine 
comme centre avec un rayon très-grand, décrivons un cercle 
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et supposons que la variable parcoure d'abord un rayon , puis 
la circonférence, et revienne à Forigine par le même rayon. 
Ce contour équivaut à la somme des trois contours élémentaires 

pris dans un ordre convenable, et - reprend sa valeur pri- 
mitive i Tintégrale le long de la circonférence infiniment grande 
étant infiniment petite puisque =- est un infiniment petit du 

second degré, et les deux chemins rectilignes se détruisant, 
l'intégrale totale est nulle. On a donc, en supposant les trois 
points a, 6, c, disposés comme l'indique la figure, 

A + By-^ 4- C/ = o. 

Comme p= — i , il résulte de là 

A = B + Cy% 

et le contour élémentaire (Â) peut être remplacé par la somme 
des deux contours (B) et (C). Il suffit donc, pour avoir toutes 
les périodes, de combiner les deux contours (B) et (C),de 
manière que 2V -^k^ soit égal à 6. Cette équation admet les 
deux solutions 

x'=i,r = 4 et *' = 2,r=2. 

Considérons d'abord la solution Jçfz=zi^k^= 4y qui indique 
une fois le contour (B) et quatre fois le contour (C). On peut 
parcourir ces contours dans difierents ordres : 

1°. D'abord le contour (B), puis quatre fois successive- 
ment le contour (C), ce qui donne l'intégrale définie, ou la 
première période 

B -h Cy^ -h Cf -h Cy* -h Cy^ == B — C — Cy == w ; 

a'\ D'abord une fois le contour (C), puis (B), et ensuite 
trois fçis (C), ce qui donne la seconde période 

C + By 4- Cf 4- C/ -h Cf-^J; 
3®. D'abord deux fois (C), puis (B), et ensuite deux fois 
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(C) , ce qui donne l'intégrale 

C 4- Cy -H By» 4- Cy* H- C/» = «/ = wy — «; 

4°« D'abord trois fois (C) , puis (B) et ensuite (C), ce qui 
donne 

C -h Cy H- Cp -h B/ 4- Cy^ = «y^ = — » ; 

5^. D'abord quatre fois (C), puis (B), ce qui donne 

. C 4- Cy -h Cy-» 4- Cy » H- By » = «y* = — «y . 

Ou voit que toutes les périodes se ramènent aux deux pre- 
mières. 

Considérons maintenant la solution Ar' = a , /r"=: a. Les trois 
combinaisons 

C + Cy 4-By^ -h B/ = G H- Cy — B = — «, 
B -h Cy » 4- Cy^ 4- B/ = — «y% 
B 4- By» 4- C/ 4- Cy* = — «y% 

donnent encore des périodes qui se ramènent aux précédentes. 
Ainsi il n'y a que deux périodes distinctes , tù et coy . 

A chaque valeur de u correspondent six valeurs de z , 

C4-y3 = 3', 
C4-Cy4-/z = 3", 

C4- Cy 4-Cy''4-y^z = aCy - z, 

C 4- Cy 4- Cp-^ C/ H-y< z = 2 Cy — z\ 

C 4- Cy 4- Cy^4- Cy-^ 4- Cy* -^y^ z = 2 Cy - ^'^ 

261 . Par des transformations convenables ^ il est possible 
d'exprimer, à l'aide des fonctions elliptiques, les onze fonc* 
tions doublement périodiques dont nous avons reconnu l'exis- 
tence. 

Si l'on pose 

« = flf 4--, 

on voit d'abord que l'équation (2) se ramène à l'équation (i), 
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Féquation (4) à l'équation (3). En posant 



u = b -h -^ 

V 



on ramène de même les équations (6) et (7) à l'équalion (5) , 
les équations (9) et (10) àTéquation (8). En posant 



W = C -h - 5 
V 



on ramène aussi Téquation (i 1) à l'équation (8). 

Mais on ramène les équations (5) et (8) à l'équation (i) , 
en posant, dans le premier cas , 

dans le second cas 

Il reste donc à exprimer, à Faide des fonctions elliptiques, les 
fonctions définies parles équations (1) et (3). 
Si l'on pose 

Téquation (i) devient 



ù^h^h"' 



A* et A" désignant les constantes •; 1 • Si Ton fait 

^ h — a c — a 



u" 



maintenant u' = -7- » Féquation se réduit à 

cette dernière équation admet pour intégrale générale 

Cf. désignant une constante arbitraire. 

262. Occupons-nous maintenant de l'équation (3) que, par 
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une iransformalion facile , on peut mettre sous la forme 

Nous supposons, pour simplifier, que, dans cette dernière 
équation, à zc=o correspond la valeur initiale u=:o et 

— = i. La fonction définie par cette équation différentielle 

est impaire. Si l'on appelle b) et tùf ses deux périodes, on sait, 
d'après un raisonnement déjà fait plusieurs fois^ que les quatre 

valeurs z = o, z=-, z = — > z = > rendent la tonc- 



a 2 2 



tion nulle ou infinie^ celte fonction admettant un infini triple, 
nous pouvons supposer que cet intini triple est > les trois 

zéros étant o, -9 — Soit ^(g^? ^) 1a fonction elliptique qui 

2 2 

admet les deux périodes oi) et ci>' ; il est clair que l'expression de 
u en fonction de X aura la forme suivante : 

(i3) u= AV-+-B)i-hCXV. 

U s'agit de déterminer les cinq constantes A, B, C, ^, A. 
En différentiant , on a ' 

^ = ^(3 A vv ^- BV4- cv -+- or). 

az 



G> G>' 



Aux trois valeurs jjf = o, j2=-ï z = — » correspondent pour 

2 2 

rf» I 1 — 1 4- 1V3 — I — <V3 • ^1 . • 

-7- les valeurs i , ^ j •— » qui sont les trois 

az '2 2 ^ 



6» .1 



racines cubiques de l'unité. Si Von fait ^ = 0, z = -, il 



vient 



C -h B = -, 

S 
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d'où 

3 — i^ I -f- / y/ 3 

Servons-nous maintenant de la valeur de X (^) développée en 
série 

^ / N l-h ^^ 

et posons z = h ^ , on a 

, , . __ i I -h X' 

et en substituant dans la valeur de i/, après avoir remplacé z 
par gz, 

_ A— ex- A(i-h A-')-|-2BA'' 

La fonction devant s'évanouir pour z' = o, il en résulte les 
deux conditions 

A — CX' = o, A(ï-+-X')-h2BX-' = o; 

on en déduit 

k- — 21 V^. ^ -H I ==; O ; 

où 

X- = i(v/3±2). 



d'-^ 



Posons enfin z = îî ^ -j- z', £« = - ; réquation diflféren- 



tielle (12) devient 



2 



d(f I 



3 



_=--(«_^).. 
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d'où 








et, par suite, 






27 
«= — rr,-^ 



D'un autre côté, la fonction A(z) et ses dérivées, pour 
^ — ^"*~^ et^= 1- «' ayant de» valeurs égales et de 

signes contraires, on a 

on en déduit 

27 g' ^' 

■ ■■ • 



A4-CA=r 



a' 



Si Ton remplace A et C par leurs valeurs, il vient 

_ ^'(,+ iV3) 

Toutes les constantes sont déterminées, et l'intégrale de l'équa- 
tion (i 2) est exprimée au moyen de la fonction elliptique X (gz) 
et dfijsa dérivée. 

Chacune des transformations que nous avons effectuées 
donne l'intégration d'une équation différentielle. Par exemple, 
l'équation finie (i3) est l'intégrale de l'équation diflérentielle 

du d\ 

dans laquelle g elk ont des valeurs convenables. 



CHAPITRE m. 

EXEMPLES d'intégration. 



263. Revenons à l'équation générale 

(1) F(«,U) = o. 



INTÉGRATION PAR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3l7 

Soit «1 une valeur de u pour laquelle Téquation admet une 
racine double Ui difiéreute de zéro -, on aura 

(2> F(a,,U,) = o, 

et si Ton élimine Uj entre ces deux équations, on obtiendra 
une équation 

(4) ?{«i) = o, 

à laquelle devront satisfaire les valeurs de u pour lesquelles U 
prend des valeurs multiples. 

Posons u=:u^'\' u\ U = Ui -h U'; l'équation différenlielle 
devient 

^^F U" r/F , d'F u'' 

dV] 2 f/Ui du] 2 

Comme U'doit rester monodrome par rapport à a' (n*^ 245) , 

il est nécessaire que 

d¥ 
dUx 

L'équation (4) n'est autre chose que Téquation (2), dans la- 
quelle on regarde Ui comme une fonction de i/j donnée par 
Téquation (3) ; on a donc 

d^^dF d¥ r/U. _ 
dui dui dUi dux 

Ainsi l'équation (4) n'aura que des racines doubles; 9(") 
sera, en général, un carré parfait. 

264-. Appliquons à l'équation du troisième degré 

(5) U^-+-PU»-+-Q = o, 

dans laquelle P et Q désignent des polynômes entiers en //, le 
premier au plus du second degré, le deuxième du sixième 
degré. Cette équation comprend toutes les fonctions mono- 
dromes doublement périodiques du troisième degré; car on 
sait que, dans une fonction doublement périodique, la somme 
des m valeurs de z qui , dans cbaque parallélogramme, corres- 
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pondent à une même valeur de u est constante, et, par suite, 

dz 
Tu 



dz 
la somme des m valeurs de -7- qui correspondent à une même 



dz 
valeur de u est nulle: ainsi le terme du desré m — i en -7- ou 

" du 

du premier degré en — manque dans réquatîon. 

On a ici 



ce qui donne 



U.= -|P., 



?(«.) = ^PÎ-HQ.=o. 



Cette équation n'aura que des racines doubles si le polynôme 
du sixième degré — P* -4- Q est un carré parfait. Nous pose- 
rons donc 

en appelant R un polynôme du troisième degré au plus. Telle 
est la condition générale à laquelle doit satisfaire Téquation 
du troisième degré, pour que l'intégrale soit monodrome et 
doublement périodique. 

265. Considérons maintenant une valeur de u annulant Q*, 
à cette valeur Uj correspondent, dans l'équation (5), des ra- 
cines égales à zéro. Posons 

u = «, -f. a' ; 
r équation devient 

U' H- (p.-f- P'. u' -h P] — ) U'+ Q>' ^ Q* Jil H- . . . = o. 

Si ttj est racine simple de Q et n'annule pas P, U a deux valeurs 

infiniment petites^ le groupe des termes du degré le moins 

élevé étant Pj U* -h Q', 1/, le premier terme du développement 

I 
de U suivant les puissances de «/ ^ a Texposant - ? lequel est de 

MM 
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la forme voulue i (ii° 246). Si m, est racine double de Q 

et annule P , U a trois valeurs inGniment petites 5 le premier 



«" 



groupe étant U' -h Q" ? le premier terme du développe- 

o 

ment a Texposant^ qui est encore de la forme voulue. Ainsi, 

pour que la fonction intégrale soit monodrome et doublement 
périodique, il faut que les racines simples de Q n^annulent 
pas P, et que les racines doubles de Q annulent P. D'ailleurs Q 
ne doit pas avoir de racine triple. 

Si une racine simple de Q annulait P, l'intégrale cesserait 
d'être monodrome. Si une racine double de Q n'annulait pas 

P, le premier groupe étant Pj U* -H- Q'[ — , U se développerait 

suivant les puissances entières de a'; le premier terme étant du 
premier degré, l'intégrale resterait monodrome, mais serait 

simplement périodique. Si Q avait une racine triple n'annu- 

lant pas P, le premier groupe étant Pi U' +Q7 5 et le 

3 
premier terme du développement ayant Texposant -9 l'inté- 



2 



grale serait rationnelle (n^ 251). 

266. Il reste à examiner de la même manière, pour (^ = o, 
la transformée 



QV 0« 



I<2...0 \ % ^ » » » \J 



pM=ro. 



Pour que l'intégrale soit doublement périodique, le dernier 
terme ne devant pas avoir de racine triple pour p* = o, il faut 
que le polynôme Q soit au moins du quatrième degré. Dési- 
gnons par p le degré du polynôme P, et par q celui de Q, Il y 
a trois cas à considérer : i^ q = 6] l'équation, pour u = o^ 
admet trois racines différentes de zéro •, dans ce cas, la fonction 
doublement périodique a trois infinis simples dans chaque 
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parallélogramme^ 'i** y = 5 ; la valeur 1^ = étant racine 
simple du dernier terme et ne devant pas annuler le coeffi- 
cient de V, le polynôme P sera du second degré; comme à 
v=:o correspondent pour V une racine simple difleren te de 
zéro et deux racines égales à zéro , la fonction doublement 
périodique aura un infini simple et un infini double; 3° ^ = 4; 
la valeur 1^ = o étant racine double du dernier terme et devant 
annuler le coefficient de \*, le polynôme P sera au plus du 
premier degré; V ayant trois racines égales à zéro, la fonction 
doublement périodique aura un infini triple. 

267. Exemple /. — Soit l'équation différentielle 

U' -+- 3 U' — 27 a» — 4 = o ; 

nous supposons que la variable part de 2 = 0, la fonction 
ayant la valeur initiale u = o, et la dérivée la valeur corres- 
pondante U = I . 

Le polynôme Q n*a que des racines simples qui n'annulent 

pas P. Le polynôme — P'-f- Q = — 271*' est carré parfait. 

La transformée 

V* — 3p»V-4- 27P«-+-4t^ = o, 

pour i^ = o, admet une racine triple infiniment petite et du 

degré ^' Ainsi , en vertu du théorème V (n°252), l'intégrale 

est monodrome et rationnelle; à i> = o correspond seule- 
ment je = 00 : c'est donc une fonction entière du troisième 
degré. 

La variable u n'entrant dans Téquation qu à des puissances 
paires, si l'on fait marcher u à partir de l'origine, suivant deux 

chemins opposés, il est évident que— aura la même valeur 

le long de ces deux chemins^ ce qui donnera pour z des valeurs 
égales et de signes contraires. On en conclut que, réciproque- 
ment, ^ des valeurs de z égales et de signes contraires corres- 
ponder des valeurs de u égales et de signes contraires. Ainsi 
la fonction entière ne contient que des puissances impaires; 
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elle est de la forme 

Pour z = o , U = I ', donc B = i . Quant au coefficient A , 
on le déterminera aisément à Taide de la transformée. Le 

premier groupe V* 4- 27 i>* = o donne t^= - ; donc A = i . 

Ainsi Téquation proposée admet pour intégrale 

u = z^ -h z. 



268. Exemple II. — Soit l'équation différentielle 

u^_ au» ~ 2 (a — i)' -f- 4 = o. 

Nous supposons encore que la variable z part de ^ = 0, 
Il ayant la valeur initiale 11 = o et U la valeur correspondante 
U = i. 

On reconnaîtra, comme dans l'exemple précédent, que Fin- 
tégrale est une fonction entière du troisième degré, 

Si , au moyen de Féquation proposée , on développe la fonc- 
tion U, 

4 

en s'arrêtant aux deux premiers termes, on en déduit 

UZZZZ-+- o2'H- ... ; 

d'où 

A = i, B=|. 

La transformée donner immédiatement C = — • Ainsi Tînté- 

27 

grale est 



2 , 2 

3 27 

Ces deux équations différentielles peuvent être intégrées 
facilement par les procédés ordinaires 5 on vérifiera ainsi les 
résultats que nous venons de trouver. 

21 



ji 



1 
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269. Exemple II L — Soîi Téquaiioii 

La variable z part toujours de z = o, la fonction ayant la va- 
riable initiale u = o et la dérivée la valeur U = i . 

Le polynôme Q a ici une racine triple u = o , à laquelle 

correspond pour U une racine double infiniment petite et du 

3 
degré - par rapport à ti. Le polynôme 

1. pn 4. Q = _ 5n („3 _ ^y 

27 ^ '\ 27/ 

est un carré parfait. La transformée 

V>4-i''V»-h27 — 4«r3=r o 

n* admet, pour 1^ = 0, que des racines simples difierentes de 
zéro. On conclut de là que l'intégrale est monodrome et ration- 
nelle. 

Comme elle devient infinie pour trois valeurs finies de 2 , et 
infiniment petite du second degré pour 2 = oo , son dénomina- 
teur est du troisième degré, son numérateur du premier d^ré. 
L'équation différentielle ne contient que des puissances de u 
multiples de trois. Car, si Ton fait marcher u à partir de l'ori- 
gine, suivant un chemin quelconque, puis suivant un autre 

que Ton déduit du premier, en multipliant u par y = e ^ , 

Hz 

— ayant la même valeur le long de ces deux chemins , z de- 
viendra jz. Réciproquement, quand on remplace u i^ds jz^ 
u devient ju. Ainsi la fraction rationnelle est de la forme 



Pour 11 = 0, U a une racine double infiniment petite; le 

premier groupe — U'-f- 4"^= o donne u = -j« Donc A = i, 
cl l'intégrale cherchée est 

2 



f 



u 



^^-h 1 ' 
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270. Exemple IF, — Soit 1 équation 

U3 4-3(a — 2)»U'4-^(w— i)'(a — 2)< — 4(a — 2)« = o. 

La variable part de z = o, la fonction ayant la valeur initiale 
u = o et la dérivée la valeur U = i . 

Le polynôme Q a une racine quadruple u = 2 , qui entre 
deux fois dans P ; U admet trois valeurs infiniment petites dont 

le premier terme du développement a pour exposant ^* Les 

autres racines de Q sont simples. Le polynôme — P* -t- Q est 
carré parfait. La transformée 

V^— 3(1 — 2p)'V*-h4(i -h2(^)«— ^(i--c')»(i — 2p)*= o 

a trois racines simples pour (>=: o. On en conclut que l'inté- 
grale est une fraction rationnelle du troisième degré 

u = 



Cz=*-f- Dz'-f- Ez4- I 



Quand z augmente indéfiniment , u tend vers la valeur 2 : 
donc A = 2C. Si l'on pose m = 2 -h m', l'équation, bornée au 
premier groupe , 

16 ' 

donne 

i6 I 



9 ^" 



Comme 



il en résulte 



,_(B — 2D)z'-h(i — 2E)z — 2 
" "" Cz^-hDz'-H Ez-I- I ' 



B=2D, £ = -, C = — § 

2 8 



Si Ton développe la fonction U dont la valeur initiale est i , 
suivant le» puissances croissantes de u, on a, pour les deux pre- 

21 . 
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miers lerines , 

U =r I 4- 8/1 , d*où « =r « f 4«% 

ce qui donne 

B— E=4. 

Nous connaissons maintenant toutes les constantes-, Tinté- 
çrale cberchëe est 



24^ 



3^ 



271. Exemple V. — Soit Féquation 

U» — U' — 4«' -4- «7 «< = o. 

La variable part de z = o, la fonction ayant la valeur initiale 
Il z= o , et la dérivée la valeur U = i . 

Le polynôme Q admet la racine douUeu=:o, qai n^an- 
nule pas P, et à laquelle (correspondent pour U deux racines 
infiniment petites , monodromes et du premier degré. Le poly- 
nôme 



27 "^ ' \ 27/ 



est carré parfait. La transformée 

pour 1^ = 0, admet trois racines infiniment petites du de- 

2 
gré -• On conclut de là que l'intégrale est une fonction mono- 

drome simplement périodique, ayant un infini triple dans 
chaque période. 

La période se produi t quand n tourne autour de l'origine, 
U ayant une valeur infiniment petite. L'équation, bornée au 
premier groupe 

U' 4- 4 "' = o , o!i — = db 2 idz , 



u 



montre que la période est tt. 
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L^équation ne contenant que des puissances paires de u, 
comme dans l'exemple I, la fonction u change de signe avec z. 
Donc 



TT 



Ceci ne peut avoir lieu que si ^ = ~ est un zéro ou un infini ; 

maïs la fonction ne devient nulle que pour « = o et z = oo ; il 

en résulte que ^ = - est l'infini triple. 

La fonction simplement périodique u s'exprime rationnelle- 
ment au moyen de la fonction tang^ qui a la même période tt. 
L'infini étant aussi le même, l'expression est entière , et l'on a 

a =r A tangz + B taog'z. 

Pour <2 = o , U = I ; donc A = i . Pour les petites valeurs de ii, 
le développement de la fonction U, dont la valeur initiale est i, 
borné aux deux premiers termes , est 

U:=i + 4«% d*oii uz=z-h-tz^; 

o 

donc 6 = 1. La fonction intégrale a pour expression 

a = tang z -f- tang^ z, 
272. Exemple FI, — Soit l'équation 

4 4 

U» — U' — — ( I — 2 tt' -h 2 «M^ H- — = o . 

La variable part de z = o, la fonction ayant la valeur initiale 
w = o , et la dérivée la valeur U = i . 

Le polynôme Q admet la racine double m = o qui n'annule 
pas P; les deux valeurs infiniment petites de U sont du pre- 
mier degré. Quand u tend vers zéro, z augmente indéfiniment, 

et Ton a la période w = — ^ tt/. Le polynôme — P* -h Q est 

2 V 

carré parfait. La transformée 

V^i^-i.^V^'-f-— (2 — 2i'4- v'Y^ A.P«==G, 

27 ^ ^ 37 ' 



d I 
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pour ^ = o , admel trois racines simples 



^ . — 



2 »/- . -. 2 ^y- 



V.= -rj/ï, v. = -J(/i.y, V,= -.2^2.y% 



0=.-). 



ce qui fait trois infinis simples. Ainsi Tinlégrale 
est monodrome et simplement périodique. Cette fonction s'ex- 
primera rationnellement au moyen de tang — • 

Si Ton remarque que u ne devient nulle que pour 2 = o et 
z = GO , et que les valeurs de V© , Vi , V, sont les racines d'une 
équation binôme , on voit que l'expression a la forme 



w *•« / nz 

- tang I 1 -h tang' — 

n w \ w 
u r= 

A tang' h I 

6) 



Pour trouver le coefficient A, développons la fonction U, 
dont la valeur initiale est i, pour les très-petites valeurs de u. 
On a, en se bornant aux trois premiers termes , 



(Foù Ton déduit 


U=i— w^-h' «% 

27 27 




»6 , 4 , 

01 27 



En développant de même Texpression de n et identîGant^ on 
trouve 

Ainsi l'intégrale cherchée est 

ta nz / , Tcz\ 

-Mg-^. + iang»-) 3^ 

U = —. > w= ni» 

ùi ^nz a 

I -f- - tang^ — 

273. Exemple VIL — Soit l'équation 

U'-h3U'+ a" — 4 = 0, 
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La variable part de z = o, la fonction ayant la valeur u :^ o 
et la dérivée la valeur U = i . 

Le polynôme Q n'a que des racines simples qui n'annu- 
lent pas P. Le polynôme— P' ■+- Q est carré parfait. La trans- 
formée 

pour p» = o, se réduit à \^ — i =. o et a trois racines simples 
différentes de zéro. On en conclut que l'intégrale est mono- 
drome et doublement périodique (n** 252). 



r»n 



Posons j z=ze^ .Si Ton remplace z par jz , u devient ju , 
et la dérivée ne change pas \ la fonction change de signe avec z. 
Les deux périodes sont o) et /oi). La fonction a trois infinis 
simples, 



6) y w y'w 

— ) — "> — > 

2 2 2 



et trois zéros simples, 






i-Hy 1— y 

Nous nous proposons d'exprimer cette fonction doublement 
périodique au moyen de la fonction elliptique X [gz , h) , qui 
admet les deux périodes co et /&). On sait que les deux zéros 

de la fonction elliptique sont o et -? et les deux infinis 



y w y'« 
— et — 

2 2 



La fonction iil n'a plus Tinfini -? mais elle a les deux infinis 



doubles — et — ; elle s'exprime donc de la manière sui- 

2 2 

vante : 

(a) M>=:AV-+-B + CV; 

le polynôme du second degré en i ne contient pas de terme du 
premier degré, puisque la fonction ul ne change pas quand on 
change le signe de X. 



3a8 LIVRE TI. 

Il faut déterminer les cinq constantes A, B , C, ^, A^. 
Le développement de la fonction elliptique suivant les puis- 
sances croissantes de z est 

>U.) = g,-— -3^»-4- ^ ,...3.4.5 ^''-•' 
d'où 



D'autre part, la fonction implicite U, dont la valeur initiale 
^si l'unité) a pour développement 



!*• 



U = I h...; 

9 

d'où 



z' 



En substituant dans Téquation (a) et égalant les coefficients 
des mêmes puissances de z jusqu'à la quatrième inclusivement, 
il vient 

(1) B + C = o, 

I -4- X-* 

(2) Aff-ci:t-*.^ = ,, 

(^> r i4 g'-A^-g-= g-. 

L'équation transformée, pour i^ = o, se réduit à V — 1=0; 
les trois racines sont i, /•,/*. On peut supposer que la pre- 

mière se rs^pporte à ^ = - 5 la seconde à ^ == — et la troisième 

à — • Posons d'abord z = " + -z'n ou aura, en se bornant au 

2 2 ^ 

premier terme, 

I 



z 



t 



d*OÙ !*=!-:• 



Z 



Mais on s^it que 
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Si l'on substitue dans Téqualion (a) , il viendra 
(4) B-C = -^. . 

Posons maintenant 



7 w / 

2 



■>! 



et remarquons que 
on a d'ailleurs 

V=zrz. clou M= — T"' 

•^ ' . z' 

En substituant dans l'équation (a) , il vient 
(5) A-CA- = ~g'Xy. 

Si l'on pose 

2 



en remarquant que 



>(^*^^-H^2') = --^,, ^=— 7V, «=:-7^ 






on aura 

(6) k-¥Q^k=—ghp. 

Mais nous verrons que cette relation rentre dans les précé- 
dentes. 

Les équations (i) et (4) donnent 



C = — B=:^. 



Les équations (5) et (6), par soustraction, donnent de même 
C = -• Ainsi la relation (6) rentre dans les premières. 
De l'équation (5) on déduit 

, / 1 \ ski s/3 
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Si , pour abréger, on pose 

les éciuations ( 2 ) et (3 ) donnent 



d'où 



''=-'• *=7!'- 



A- r/ 

Si l'on prend les signes supérieurs , on a finalement 



gr'i - ' •>. ^ 2g^ 



t» 



el l'intégrale a pour expression 



J_ V- ? + ^)/ 



I 2ff 2 2 



274. Exemple VIII. — Soit lequation 

U3 — 3 U' — 2 («' — !)'-+- 4 = 0. 

La variable part de z = o , la fonction ayant la valeur initiale 
// = o, et la dérivée la valeur U = i . 

Cette équation présente tous les caractères qui font recon- 
naître une intégrale monodrome et doublement périodique. 
Le polynôme Q n'étant que du quatrième degré, cette fonction 
admet un infini triple. Désignons par w et »' les deux périodes. 
La fonction changeant de signe avec r, ses trois zéros seront 

ta ta ' n ' . , w H- w' 

O, -î — > et son intini triple • 

22 * 2 

Nous exprimerons encore cette intégrale au moyen de la 
fonction elliptique l, La fonction -» n'admettant plus qu'un 

infini double 9 aura une expression de la forme 

AV4-B-f-CV. 
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On aura donc 

(a) a=:X(AVVB-hCV}. 

11 faut déterminer les cinq constantes A, B, C, g, A. 

Pour les valeurs très-petites de z, en se bornant au premier 
terme, on a 

ce qui donne la relation 

(0 Bg-hCg=i. 

Pour w = o, l'équation différentielle devient 

U'— 3U^+2 = o; 

si Ton supprime la solution U = i qui correspond k z =• o y 

elle se réduit à 

U' — 2U — 2 = 0; 
d'où 

U=:iqzv/3. 

2 



Faisons correspondre la première racine à -z = -* la seconde 



h z = —' Posons z = — h -z'i nous aurons 
2 2 

d'où l'on dédait, ea substituant dans Téquatiou (a), 

(2) ^g-Cg=\/l-i. 

Posons de même ^ = — h ^', nous aurons 

2 

et, en substituant dans l'équation (a), nous obtiendrons les 
deux relations 

(3) A = €/', 

(4) B^4-C-^-±i-'=30. 

2 

La transformée 

V-^4- 3p'V*4- 2(1— r^)'(/'— 4p«~o . 
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donne, pour le premier terme du développement, 

2 , 

en posant z = h «'. Si l'on substitue dans l'équation 

(a), on trouve la relation 

(5) A-hCX=:^^X\ 

Nous avons maintenant un nombre d'équations suffisant 
pour la détermination des constantes. Les équations (i), (2), 
(3), donnent 

Substituant ces valeurs dans les équations (4) ^t (5), on 
obtient les deux équations 

d'où l'on déduit 

.,_3-v^ 



/• = — (3 + 2 v^)±2v'5+ Sv'S, *g' = 

y 

i/3 2 — v/3 , 7 — 5^3 

cl rintégrale cherchée a pour expression 

a=::>(AV-|- B^-CV). 

275. Nous allons vérifier que celte fonction satisfait bien à 
1 équation différentielle proposée. Voici le calcul de vérifica- 
tion. On a, en dilïér en liant, 

- = ( 3 A V -^ B) V -H C ( V» -f- n"), 

g 

ï =r 3 C X- n « 4- 4 B X ;l' + C -h ( 3 A ). ' 4" B ) )/ i 



g 
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d'où l'on déduit 

î^=i8C^A*X»H-48B«CA-n«-h(29B'/»+ i50X-')X« 

-f.[i4BC— B»(H-X-»)]V 4-{B»-+-C») 

-4- 2X' [9C» /=»>•-{- i5BCX'V-f- (3C'X' 4- 4B2X)X'+ BC], 

— =io8C»X-n"-4-432BC*/-n'«»-f-(549B»CX-M- i35C'X«)X» 

-4- ( 238 B^ X 3 + 3o6 BC» P ) l' 

+ [36C3X»-+. i68B»CX» — i2B3(i 4- X») X] V 

-h (3oBC^ X' -h i8B^ X)X2 4- (O-h SB^C) 

io8C«>t*X'«-h 324BC»X-U» 

(279B'CX-»4-8f C'X-3)X« 
.+. y 1^ ^_ (67 B^ X» -h 1 1 7 BC' X») V 

+ [33B»CX- -h 9C^X— B*(i -4- X-»)]X» 
-h(3BC'4-B^) 

On a, d'autre part 

a« =r 2 A»)i« + 4 ABV -h (B' 4- C) V 4- 2CX» (AVHr- B) A% 
(w»— i)» = 8 An»' 4- 32C^BX-'X'» 4-(4oB»C2 X» 4- 8C^X'') X» 
4-(i6B»CX 4- i6BC^X — 4C^X2)X« 

[(B'4- C')'— 8 AB 4- 4B» 0]V — 2(B»4- C») X^4- i 

/ 2A»X-4-6A»BX« 
4CX»y| 4-[A(B»4-C»)4-4AB']X« 
( 4.[B(B»4-C*}— A]X^— B 

En substituant ces valeurs dans Téquation différentielle pro- 
posée-et tenant compte des relations qui existent entre les cinq 
constantes, on voit que Téquation e$t vérifiée. 

276. Exemple IX- — Soit l'équation 

U'+ 3«^U' — («' — 1)2 — 4'** = o- 

La variable part de ^ = o, la fonction ayant la valeur initiale 
ti = o, et la dérivé la valeur U = i. 

L'intégrale est monodrome et doublement périodique; elle 

change de signe avec z) elle admet trois zéros simples o, -> 
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— , et trois infinis simples » -+-<?, — a, La fonction 

?lî-II U dans laquelle — =X'(a), n^ admettant plus que 

Tinfini double » aura une expression de la forme 

j^l* 4- B -+- CX'. On a donc 

(a) I* (i — AU*) = > ( A V H- B -f. CV). 

Il s'agit de déterminer les six constantes A, B, C, A, gj k. 

Pour II = o, l'équation différentielle se réduit à U*-7-i= o, 
ce qui donne les trois solutions U = i, U =/•, U = — /, en 

représentant toujours par j la quantité e . La première 
valeur correspond à z = o ^ en se bornant aux deux premiers 
termes, on a 

5 5 

U = 1 — ô "S ^'^^ a = z z^'y 

3 9 

en substituant dans l'équation (a), on obtient les deux re- 
lations 

(i) Bg^Cg^i, 

•7 



fli> 



Si nous faisons correspondre à z = - la seconde solution U==y*, 

nous aurons m =/* z', d'où 

(3) Bg — Cg = -j'. 



bi 



La troisième solution U = — i convient à z == —• Il en résulte 

' 2 

ïi = — 7V; en substituant dans l'équation (a), on obtient les 

deux relations 

(4) A = C^, 

1 4- X ' 



(5) /*V = B^^ + A^ 



2^ 



EXEMPLES d'iNTÉGRA.TION. 335 

La transformée 

pour u=o^ se réduit à V — 3V'-f-4 = o. Cette équation 
admet la racine simple V = — i et la racine double V = 2. La 

racine simple correspond à Tinfini z = » la racine double 

aux deux iniinis z=:-|-« et z == — a. Si l'on pose 

w -f- w' 
2 

il vient 

z' 
ce qui donne la relation 

(6) A-hC^ = — ^X7i'. 

Des équations (i), (3), (4), (6), on déduit 

Bg=.^. Cg = l, Ag=^2 h^g^ = ^j. 

En substituant ces valeurs dans les équations (5) et (2), et po- 
sant, pour abréger, 

on obtient deux équations du premier degré en p et ^, d'où Ion 
déduit 

3^2,V3 ^ ^2~.4/v/3 . 

Ainsi les coefficients sont déterminés, et Tinlégrale a' pour ex- 
pression 

___ A(AX2 4-B-+-Cy) 

u • _ • 

277. Exemple X. — Soit l'équation 

U'— 3U2 — 2(1 _«3)2 + 4=o. 

La variable part de ^ = o, la fonction ayant la valeur m =0 
et la dérivée la valeur U = 1 . 

L'intégrale est une fonction monodrome doublement pério- 
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I 

' lit i 

dique. Posons j = e ^ ; quand on remplace z par /z, la fonc- 
tion u devient ju. Ainsi les deux périodes sont &> et /cd. La 

fonction admet trois zéros simules o, :» » et trois in- 

finis simples a^ja^pa. 

Nous intégrerons Téquation différentielle proposée au 
moyen, non pas de la fonction elliptique ^(z)^ mais de la 
fonction doublement périodique du second ordre 9(2) définie 
par Téquation 

avec la condition ç = o pour z = o. 

On peut déterminer la constante A, de manière que cette 
fonction admette les mêmes périodes a> et /co^ puisque 

ç(yz)=7ç(z), elle aura alors les deux zéros o et -.et 

Tinfini double .' Cette fonction se développe en série 

de la manière suivante : 

y = 2 -I- -g- z* -h . . . . 

La fonction u(i — A' y') dans laquelle A' = "Tt-t* n'a que 

rinfini quintuple :• La fonction <f contenant ce même 

infini au second degré et (ff au troisième degré, le produit f(p' 
le contiendra au cinquième degré, et Ton pourra déterminer la 
constante Â, de manière que la fonction 

ne contienne plus cet infini qu'au quatrième degré ; puis la 
constante B, de manière que la fonction 

ne le contienne plus qu^au troisième degré -, puis la constan te C, 
de manière que la fonction 

u (i — h'f) — Af®/ — B (f2 — Cf 



.c( 



EXEMPLES d'intégration. 337 

ne le contienne plus qu au second degré ^ puis la constante D, 
de manière que la fonction 

. w (i — h^f) — Aipy' — Bf — Cy' — Dtp 

ne le contienne plus qu'au premier degré. Celte dernière fonc- 
tion, n'ayant qu'un infini, est une constante £. On a donc 

u(i—h^ff^) = Atfff'-i-'Bf -+- C<p' -4- Dtp -H E. 

Mais la fonction u s'annulantpour z = o. et devenant;/^ quand 
on remplace z par yz, les constantes B, C, E sont nulles. On 
a donc finalement 

(a) a(i— /i^(p^) = Aç(p'-4-D^. 

Il faut déterminer les quatre constantes A, D, /i. /c. 
Pour li = 6, l'équation diflérentielle se réduit à 

U^ — 3U^-h2=o, 

et admet les trois solutions 

U=i, U=r — \/3, Urrï+v'^. 

La première correspond à z = o -, si Ton développe en se bor- 
nant aux deux premiers termes, on a 

il 

ce qui donne les deux conditions 
(i)- A-+.D=i, 

(2) 5AX-^^-DA-« = |-8A«. 

* ■ 

Nous ferons correspondre la seconde racine à z = :• On a 

ainsi 

et, comme 



/(t^) = - .{:^-') = -=' 



5 
22 



w 
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on obtient la relation 

(3) A — D=i — v/3. 

La troisième racine correspond à z = £--.» et donne lacon- 

dition 

(4) ^' =*'(>+ V3)- 

Des é(iuations (i), (3), (4), on déduit 

Substituant dans Téquation (2), il vient 

/,3 _ 9-5v^ . 
d'où 

9 
On connaît ainsi la fonction intégrale 

A ç^' -|- D ^ 
I — A» fl>> 



1/ = 



278. Exemple XI, — Prenons pour dernier exemple Té- 
qualion du cinquième degré 

V'-h{n' — i)U*— ^a'(a*— i)* = o, 

dans laquelle la variable part de 2 = o, la fonction ayant la 
valeur initiale m = o, et la dérivée la valeur U p= i . 

Pour tt = di I , Téquation admet cinq racines égales à zéro 5 
ces cinq racines forment un groupe circulaire, tel que, si l'on 
pose li = zfc 1 -f- u'^ le premier terme du développement de U, 

suivant les puissances croissantes de a'*» a l'exposant ^• 

Pour u = o, outre la racine U = i , 1 équation admet quatre 
racines égales à zéro qui forment deux groupes circulaires 
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comprenant chacun deux racines, et tels, que le premier terme 



I 



du développement de chacun d'eux a pour exposant -• 

Les racines multiples différentes de zéro sont données par 
Téquationj 

U= -.|(/^2 — i), 

obtenue en ége^lant la dérivée à zéro. En substituant cette 
valeur dans l'équation proposée, on a l'équation (m* — i )' = o, 
qui n'a pas d'autre solution que tt=zti. Ainsi l'équation 
différentielle n'admet pas de racines multiples différentes de 
zéro. 

La transformée 

pour 1^ =; o, se réduit àV® — rV*-+- -^=0^ elle admet la ra- 

ci ne double V = ^ et trois racines inégales données par l'é- 
quation du troisième degré 

3 8 4' 

La" racine double présente seule quelque difficulté; si l'on 
pose 

on voit que le premier groupe comprenant un terme en V et 
un terme en v^^ V est monodrome par rapport à v. 

L'équation différentielle présente donc tous les caractères 
qui distinguent les intégrales monodromes doublement pério- 
diques. Cette fonction change de signe avec z. Elle admet un 
zéro simple et deux zéros doubles -f- ^ et — a, et cinq infinis 

Simples, -) — ) , H- t> et — h. Pour 1 exprimer au moyen 

de la fonction elliptique X (g'^j, A) on remarque que la fonc- 



? 
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tion u ^ (i — h*}*), dans laquelle j=a X (b) n'admettant plus 



ea « -4- M 



que les deux infinis quadruples — et 5 on aura 

(a) «X(i— Aa») = AVH-BX»-f-C-h(DV-{-E)V. 

Il faut déterminer les huit constantes 

A, B, C, D, E, h, g, k. 

Si l'on développe en série pour les petites valeurs de z, on a, 
en se bornant aux deux premiers ternies, 

"=^-(—1)1' 

en substituant dans Féquation [a), on obtient les deux rela- 
tions 

(1) C-hE = o, 

(a) B^-hD^ — Ei±-^^=i. 

Servons-nous maintenant des infinis. La racine double 
V= ^ de la transformée donne les deux infinis -+- i et — 6; 
les trois racines simples de Féquation 



(p) 



v' + iv»+Jv+|!=o 



donnent les trois infinis -r? — » • Appelons Vj , Vj^, V, 

les trois racines de Féquation (j3) que noua faisons corres- 

pondre respectivement a -1 — ^ • aoit z = — h z i nous 

aurons pour les dçux premiers termes du développement^ 

Y = V. 4- \\ ^\ 



